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Soient  m,  m',  m",  ...  les  masses  Hes  différents  corps  du  système 
considérés  comme  des  points,  et  dont  le  nombre  est  infini  dans  les  so- 
lides et  les  fluides.  Soient  x,  v,  z  les  coordonnées  orthogonales  de  m. 
et  marquons  d'un  trait,  de  deux  traits,  etc.,  ces  coordonnées  relatives 

à  m',  m" Soit  dt  l'élément  du  temps,  et  formons  tous  les  produits 

possibles  de  la  forme 

/    /    ,  V   dy' —  dy  ,, ,    „  dy"—dY 

mm     ia-' — ao)   -^ — - — ^,        mm"(.v  — .x)  — — ; ■—, 

^  '  dl  dl 

I     »,    it        ,sdy"—dy' 

m  m   (  .t"  —  :r'  \  ~ — — :i-  ,       ; 


dt 


désignons  par  >]  mrn' ( x'  ~-  .x)— — —^  la  somme  de  tons  ces  produits, 
la  caractéristique  >  étant  celle  des  intégrales  finies.  Ola  posé,  le  prin- 
cipe connu  de  la  conservation  des  aires,  combiné  avec  celui  de  la 
conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  donnera  l'équation 


suivante  : 

^,{x'  —  .jc){dy'—  dy)  —  (^y'  —  y)(dx' —  dx) 
'  ^  di 


:  ^  mm' 


k  MÉMOIRE  SUR  LA  DÉTERMINATION  D'UN  PLAN 

La  constantes  est  la  même  pour  tous  les  plans  des  a;  et  des  y,  parallèles 
entre  eux;  elle  est  indépendante  de  la  position  et  de  l'origine  des  coor- 
données sur  ces  plans.  On  peut  observer  encore  que  la  fonction 

(  ./•'  —  .c )  ( dv'  —  f/r  )  -  (  ,v'  -.■>•)  (  rf.r'  -  ilr  ) 

est  le  double  de  l'aire  élémentaire  décrite  par  l'un  quelconque  des  deux 
corps  m  et  m'  autour  de  l'autre  et  projetée  sur  le  pian  des  x  et  des  y. 
On  aura  pareillement 

,      x:»         ,(a-'-x)(dz'—dz)  —  (z'—s){dx'~djr) 

c  ^  y  m  m — -, , 

^  dt 

(y'^y){dz'-dz)-(z'-z)(dy'-dY) 


'I.' 


dt 


c'  et  c'  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Rapportons  maintenant  les  coordonnées  x,  y,  z  a  trois  autres  axes 

perpendiculaires  entre  eux,  comme  les  premiers,  et  ayant  la  même 

origine.  Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  de  m,  rapportées  à  ces  axes. 

Nommons  0  l'inclinaison  du  plan  des  x  et  des  y  sur  celui  des  X  et 

des  Y;  ij;  l'angle  que  l'intersection  de  ces  deux  plans  forme  avec  l'axe 

des  X,  et  ç  l'angle  que  l'axe  des  X  forme  avec  cette  même  intersection  ; 

on  aura 

X=      .r(cos9  sinij/ sin9 -I- cos(j'COS9) 

-i-y(cos9cosi]/  sinqj  —  sin4'<^0S9)  —  i  sin9  sin^, 

Y=      .c(cos9  sin  ji  COS9  —  cosij/ 81119) 

-H,>'(cos9cos<J/cos9  -f-  sini|/  sinq»)  —  z  sin9cos9, 

Z^a:sin9sitnJ'  -t-/sin9  cosij/  -t-  z  cos9. 
De  là  il  est  facile  de  conclure 

1""" dT 

-—  c  cosO  —  c'  s'inQ  cosij/  -+-  c"  siii9  sirnj/, 

X^         ,(\'—\)(dZ'~-dZ)~(Z'—Z){d\'  —  d\) 

y  mm — — —     .    — 

^  dt 

=  c  sin  9  C0S9  -4-  c'  (sin  J/  sin9  -1-  cosô  cosi|>  COS9) 
-H  f"(cosiJ/  sin9  —  cos9  sini]/  COS9) 
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et 

V«         ,(Y'-\){d'L'-dZ)  —  {,l'-Z){d\'-d\) 
2^mm ^^ 

=  —  csin0sin9-t-c'(sin4'  cos(p  —  cos9cos(]>  sincp) 
+-  c"(cosiJ/cos9  -1-  cos9  siinj/  sinç). 

Si  l'on  détermine  ^  et  6  de  manière  que  l'on  ait 
sin9  siinj;  =  ■ 

sinô  cos(|' 


ce  qui  donne 


cos9  ; 


V^ 


on  aura 

>  mm'  ^ — —— — =  Ve'  ■+-  c"  -t-  c'^, 

v«        ,    (X'-X)(fia'— f/Z) -(Z'— Z)(rfX'  — rfX) 

>  mm î =  o, 

^  dt 

V«         .    (Y'— Y)(rfZ'-rfZ)  — (Z'-Z)(rfY'-rfY) 

>  «JWi      ; ;=  o. 

jU  dt 

Les  valeurs  de  c'  et  de  c"  sont  donc  nulles  relativement  au  plan  des  X  et 
des  Y,  déterminé  de  cette  manière.  Il  n'existe  qu'un  seul  plan  passant 
par  l'origine  des  coordonnées,  qui  jouisse  de  cette  propriété;  car,  en 
supposant  qu'il  soit  celui  des  x  et  des  j,  on  aura 

V"         ,(X'-X)(rfZ'-rfZ)-(Z'-Z)(rfX'-rfX)  .    - 

>  mm'  -^ —— ^ —  csin9cos(j), 

V7         ,(Y'- Y)(rfZ'-rfZ)-(Z'-Z)(rfY'- rfY)  .    .    . 

>  mm'  ^ î =—  csmô  sin^. 

En  égalant  ces  deux  fonctions  à  zéro,  on  aura  sinô  =  o,  c'est-à-dire  que 

le  plan  des  X  et  des  Y  coïncide  avec  celui  des  x  et  des  y. 

,       f       .-         V         ,(X'-X)(afY'-rfY)-(Y'-Y)(rfX'-«'X)    .,     . 
La   fonction    2^mm  ~ '—j^ — '-  étant 

égale  àv/*^^  -t-  c"^  -t-  c"^  quel  que  soit  le  plan  des  x  et  des  j,  il  en  résulte 
que  c* -1- e'"'' -)- c"*  est  le  même,  quel  que  soit  ce  plan,  et  que  le  plan 
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déterminé  par  ce  qui  précède  est  celui  relativement  auquel  la  fonction 
intégrale  précédente  est  la  plus  grande.  Le  plan  dont  il  s'agit  jouit  donc 
de  ces  propriétés  remarquables,  savoir  :  i°  que  la  somme  des  aires  que 
les  droites  qui  joignent  les  corps  projetés  sur  ce  plan  tracent  dans  un 
temps  donné  autour  de  ces  corps,  et  multipliées  respectivement  par  les 
produits  des  masses  qu'elles  joignent,  est  la  plus  grande  qu'il  est  pos- 
sible; -x"^  que  la  même  somme,  relativement  à  un  plan  quelconque  qui 
lui  est  perpendiculaire,  est  nulle.  Tous  les  plans  parallèles  à  ce  plan 
jouissent  des  mêmes  propriétés,  en  sorte  que  l'on  peut  faire  passer  ce 
plan  par  un  point  quelconque,  et  même  par  le  centre  de  l'un  des  corps; 
et  en  déterminant,  au  moyen  de  ces  propriétés,  sa  position  à  deux 
instants  éloignés  d'un  intervalle  quelconque,  on  sera  sûr  que  les  deux 
plans  ainsi  déterminés  sont  parallèles. 

Appliquons  ces  résultats  au  système  solaire.  Nous  supposerons  que 
m  est  le  Soleil,  et  que  m! ,  m",  m'",  . . .  sont  les  planètes  et  les  comètes, 
en  désignant  par  le  mot  planéie  le  système  d'une  planète  et  de  ses  sa- 
tellites, réunis  à  leur  centre  commun  de  gravité,  m  étant  incomparable- 
ment plus  grand  que  m,  m",  ...,  nous  négligerons  les  quantités  qui 
restent  toujours  de  l'ordre  m' m";  nous  aurons  ainsi 


=  »l   7 


T      ,  j"'|  dy\  —  y\  dx\ 


dl 


V,j',dz.  —  c ,  dx . 
...     ,      m—! — ; : 

.i«4  dl 


,,  y\  d'\  -j\dy\ 


'1^ 


dt 


^1'  y'i'  ^lî  ^î'  yî-  ^''  •  •  •  é*^"^  '^^  coordonnées  de  m',  m",  rapportées 
au  centre  de  m  ou  du  Soleil.  Nous  pouvons  ici  considérer  les  orbites 
de  rn',  m",  . . .  comme  des  ellipses  variables  en  vertu  des  variations  sé- 
culaires de  leurs  éléments.  Soient  a'  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse 
de  m',  a  e  son  excentricité.  A'  son  inclinaison  sur  l'écliptique  à  une 
époque  donnée,  et  y'  la  longitude  de  son  nœud  ascendant;  en  nom- 
mant Ti  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité,  et  prenant  le 
plan  de  cette  écliptique  pour  celui  des  x^  et  des  j',,  et  la  ligne  des  équi- 
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iioxcs  à  la  même  époque  pour  l'axe  des  x\  et  pour  l'origine  (les  longi- 
(udi's.  on  aura  ,        < 

x'.dy\—  y'.dx.        an        .,  /-; r^,  ,,, 


on  aura  donc 


x\dz\  —  z\dx\  2ît    .    ^,  ,  i-j- — 

Y\dz',  —  z\dr\  2  7Î    .    ,,    .      ,  ,-Y-, TT, 


—  m  7   m' cosV^a'ii  —  e'^). 


in 


2TZ 


17  m' sin A' iosy'v/a'(i  —  e'^), 


D'ailleurs  6  est  l'inclinaison  à  l'écliptique  fixe  du  plan  qui,  passant 
par  le  centre  du  Soleil,  reste  toujours  parallèle  à  lui-même  et  que  nous 
nommons,  pour  cette  raison,  p/nn  invariable;  u  —  'ji  est  la  longitude  de 
son  nœud  ascendant.  Soit  £  cette  longitude  :  on  aura  donc,  par  ce  qui 
précède, 

y^  m'  siriX'  sinyVg'(i  —  e'-) 


F 

/_,  m'sinX'  cosy'\/a'(i  - 

-e") 

F 

V  m'  cosl'\/a'(i  —  e'^) 

F 

sinscoss^ 

F-  étant  égal  à  la  somme  des  carrés  des  numérateurs  des  seconds 
membres  de  ces  équations;  d'où  il  est  facile  de  conclure  la  règle 
(|ue  j'ai  donnée  pour  la  détermination  de  ce  plan,  dans  l(>  tlhapitre  II 
du  (juatrième  Livre  de  l'Ouvrage  intitulé  /exposition  du  Système  du 
Monde  (-). 

(')  OEuvres  de  Laplacc,  T.  I,  p.   129. 

(«)  md.,\\  Vf,  p.  218.  '     "■  1     '  •     !      i<  -'     '      n, 


SUR  LA  MÉCANIQUE. 


Journal  de  l'École  Polxtechnique,   Tome   II,   VI'  Cahier:    1799. 


Il  est  facile  de  conclure,  de  l'analyse  que  j'ai  donnée  dans  le  cin- 
quième Cahier  de  ce  Journal,  que  relativement  à  un  système  de  corps 
réagissant  d'une  manière  quelconque  les  uns  sur  les  autres,  et  de  plus 
attirés  vers  un  point  fixe  :  1°  on  peut  toujours  faire  passer  par  ce  point 
un  plan  invariable  sur  lequel  la  somme  des  projections  des  aires  dé- 
crites à  chaque  instant  par  les  corps,  multipliée  respectivement  par 
leurs  masses,  est  un  maximum  ;  1°  la  même  somme  est  nulle  par  rapport 
à  tout  plan  perpendiculaire  à  celui  du  maximum  et  passant  par  le  point 
fixe  ;  3°  les  carrés  des  trois  sommes  semblables  par  rapport  à  trois  plans 
passant  par  le  même  point  et  se  coupant  à  angles  droits  sont  égaux  au 
carré  de  la  somme  qui  est  un  maximum,  et  chacune  de  ces  sommes 
est  constante.  S'il  n'y  a  pas  de  point  fixe  vers  lequel  les  corps  du  sys- 
tème soient  attirés,  les  trois  théorèmes  précédents  ont  lieu  relativement 
à  un  point  quelconque  fixe  dans  l'espace,  ou  mû  d'un  mouvement  rec- 
tiligne  et  uniforme,  et  relativement  au  centre  commun  de  gravité  des 
corps  du  système;  seulement  le  plan  du  maximum,  au  lieu  d'être  inva- 
riable, sera  mù  en  conservant  toujours  une  situation  parallèle  à  sa 
position  primitive. 

La  force  finie  dont  un  corps  est  animé  est  le  produit  de  sa  masse  par 
sa  vitesse,  et  le  moment  de  cette  force  pour  faire  tourner  le  système 
autour  d'un  axe  passant  par  le  point  fixe,  et  perpendiculaire  au  plan  de 
projection,  est  proportionnel  à  la  projection  de  l'aire  décrite  pendant 
un  instant  par  le  corps  et  multipliée  par  sa  masse;  le  principe  des  aires 
revient  donc  à  ce  que  la  somme  des  moments  des  forces  finies  du 
système  pour  le  faire  tourner  autour  d'un  axe  invariable  passant  par  le 
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point  fixe,  somme  qui  doit  être  nulle  clans  l'état  d'équilibre,  est  con- 
stante dans  l'état  de  mouvement. 

Toutes  les  forces  d'un  système  peuvent  se  réduire  h.  deux:  l'une 
située  dans  un  plan  et  l'autre  perpendiculaire  à  ce  plan.  On  peut  tou- 
jours faire  passer  par  un  point  fixe  donné  un  plan  relativement  auquel 
cette  force  perpendiculaire  est  nulle  ou  passe  par  ce  point  ;  son  moment 
est  donc  nul  par  rapport  à  tout  axe  passant  par  le  même  point,  et  le 
moment  des  forces  du  système  se  réduit  alors  au  moment  de  la  force 
située  dans  ce  plan. 

L'axe  passant  par  le  point  fixe  et  par  rapport  auquel  le  moment  des 
forces  du  système  est  un  maximum  est  l'axe  perpendiculaire  au  plan 
dont  on  vient  de  parler;  le  monu-nt  de  ces  forces  par  rapport  à  un  axe 
passant  par  le  même  point  et  formant  un  angle  quelconque  avec  l'axe 
du  plus  grand  moment  est  égal  au  produit  du  plus  grand  moment  du 
système  par  le  cosinus  de  cet  angle;  en  sorte  qu'il  est  nul  relativement 
à  tout  axe  situé  dans  le  plan  auquel  l'axe  du  plus  grand  moment  est 
perpendiculaire.  Les  carrés  des  trois  sommes  de  moments  des  forces, 
relativement  à  trois  axes  quelconques  perpendiculaires  entre  eux  et 
passant  par  le  point  fixe,  sont  égaux  au  carré  du  plus  grand  moment.  De 
là  résultent  ces  deux  corollaires  : 

Si  l'on  conçoit  un  système  de  molécules  solides  et  fluides,  soumises 
à  leur  action  mutuelle  et  animées  primitivement  par  des  forces  quel- 
conques; si  l'on  suppose  ensuite  qu'en  vertu  de  leur  attraction  et  de 
leur  adhésion  elles  se  fixent,  après  un  grand  nombre  d'oscillations,  à 
un  état  permanent  de  rotation  autour  d'un  axe  invariable  passant  par 
leur  centre  commun  de  gravité  (on  peut  conjecturer  que  ce  cas  est  celui 
des  corps  célestes),  alors  l'axe  de  rotation  est  parallèle  à  celui  (lui, 
passant  par  le  centre  de  gravité  à  l'origine,  était  l'axe  du  plus  grand 
moment. 

L'axe  du  plus  grand  moment  du  système  solaire,  passant  par  son 
centre  de  gravité,  conserve  toujours  une  situation  parallèle,  quel  que 
soit  dans  l'espace  le  mouvement  de  ce  système. 
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PREMIÈRE    SÉANCE 


PROGRAMME. 

SUR    LA    MMÉRATION    ET    LES    OPÉRATIONS    DE    L'aRITIIMÊTIQUE. 


La  considération  des  grandeurs  a  fait  découvrir  des  théorèmes  et  des 
méthodes,  dont  l'ensemble  forme  les  Mathématiques.  En  observant  ce 
que  les  résultats  particuliers  avaient  de  commun  entre  eux,  on  est  suc- 
cessivement parvenu  h  des  résultats  fort  étendus,  et  les  sciences  mathé- 
matiques sont  à  la  fois  devenues  plus  générales  et  plus  simples.  Leur 
domaine  s'est  considérablement  accru  par  leur  application  aux  phéno- 
mènes de  la  nature,  phénomènes  qui  sont  les  résultats  mathématiques 
d'un  petit  nombre  de  lois  invariables.  En  même  temps  que  cette  appli- 
cation a  perfectionné  les  sciences  naturelles,  elle  a  ouvert  de  nouvelles 
routes  dans  l'Analyse;  c'est  ainsi  que  les  sciences,  par  leurs  rapproche- 
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iiienls,  se  prêtent  de  mutuels  secours.  Présenter  les  plus  importantes 
découvertes  que  l'on  ait  faites  dans  les  sciences,  en  développer  les 
principes,  faire  remarquer  les  idées  fines  et  heureuses  qui  leur  ont 
donné  naissance,  indiquer  la  voie  la  plus  directe  qui  peut  y  conduire, 
les  meilleures  sources  où  l'on  peut  en  puiser  les  détails,  ce  qui  reste 
encore  à  faire,  la  marche  qu'il  faut  suivre  pour  s'élever  à  de  nouvelles 
découvertes  :  tel  est  l'objet  de  l'École  Normale,  et  c'est  sous  ce  point  de 
vue  que  les  Mathématiques  y  seront  envisagées. 

On  exposera  d'abord  la  manière  ingénieuse  par  laquelle,  au  moyen 
d'un  petit  nombre  de  caractères,  on  peut  facilement  exprimer  tous  les 
nombres,  et  faire  sur  eux  les  opérations  les  plus  usuelles  de  l'Arithmé- 
tique. On  fera  sentir  l'avantage  de  la  division  de  toutes  les  espèces 
d'unités  en  parties  décimales.  En  traitant  des  progressions  arithmé- 
tiques et  géométriques,  on  insistera  sur  la  combinaison  heureuse  que 
l'on  a  faite  de  ces  deux  progressions,  pour  former  les  logarithmes,  l'une 
des  inventions  les  plus  belles  et  les  plus  utiles  de  l'esprit  humain. 

La  considération  des  nombres,  indépendamment  de  leur  valeur  e( 
de  tout  système  de  numération,  a  fait  naître  l'Algèbre,  que  Newton  a 
nommée,  par  cette  raison.  Arithmétique  universelle .  Son  objet  est  la 
grandeur  conçue  de  la  manière  la  plus  abstraite.  On  a  d'abord  consi- 
déré ainsi  les  quantités,  ensuite  leurs  puissances,  et  généralement 
toutes  leurs  manières  d'être.  On  les  a  désignées  par  des  caractères  fort 
simples,  et  ces  notations,  qui  semblent  être  peu  de  chose  en  elles- 
mêmes,  ont  beaucoup  influé  sur  les  progrès  de  l'Analyse,  en  donnant 
au  langage  algébrique  cette  généralité  et  cette  extrême  concision  d'où 
résulte  la  facilité  de  saisir  et  de  combiner  les  rapports  les  plus  compli- 
qués des  objets.  Traduire  en  langue  algébrique,  c'est  former  des  équa- 
tions. L'art  de  mettre  les  problèmes  en  équations,  et  de  choisir  conve- 
nablement les  inconnues  pour  arriver  aux  solutions  les  plus  élégantes, 
dépend  de  l'adresse  de  l'analyste.  L'Algèbre  donne  ensuite,  pour  ré- 
soudre ces  équations,  des  méthodes  rigoureuses  ou  approchées.  On 
exposera  les  principes  de  ces  méthodes  et  ce  que  l'on  a  découvert  de 
plus  intéressant  sur  la  nature  des  équations. 
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Los  grandeurs  que  l'Arithmétique  et  l'Algèbre  considèrent  sont  des 
abstractions  de  l'entendement,  et  ces  deux  sciences  sont  entièrement 
son  ouvrage.  Nous  ne  connaissons  que  deux  grandeurs  réelles,  l'étendue 
et  la  durée;  elles  sont  l'objet  de  la. Géométrie  et  de  la  Mécanique.  Les 
propriétés  de  l'étendue,  considérée  simplement  comme  figurée,  appar- 
tiennent à  la  Géométrie.  On  donnera  les  principaux  théorèmes  sur  les 
lignes,  les  surfaces  et  les  solides.  On  indiquera  leurs  applications  les 
plus  utiles,  et  l'on  fera  remarquer,  dans  les  démonstrations  de  quelques- 
uns  de  ces  théorèmes,  le  germe  du  Calcul  infinitésimal. 

L'un  des  plus  féconds  rapprochements  que  l'on  ait  faits  dans  les 
sciences  est  l'application  de  l'Algèbre  à  la  théorie  des  courbes.  On  dé- 
veloppera leur  formation  et  leurs  propriétés  principales.  La  recherche 
de  ces  propriétés  a  conduit  à  l'Analyse  infinitésimale,  dont  la  décou- 
verte a  changé  la  face  des  Mathématiques.  On  exposera  les  vrais  prin- 
cipes de  cette  Analyse,  et  l'on  fera  connaître,  à  ce  sujet,  le  calcul  aux 
différences  finies;  ensuite  on  présentera  quelques  observations  sur 
l'analyse  et  la  synthèse,  et  sur  les  avantages  propres  à  chacune  de  ces 
méthodes. 

Dans  l'infinie  variété  des  mouvements  qui  ont  lieu  sur  la  Terre,  on  est 
parvenu  à  découvrir  les  lois  générales  que  la  matière  suit  constamment 
dans  ces  phénomènes.  L'importance  de  ces  lois,  dont  nous  dépendons 
sans  cesse,  aurait  dû  exciter  la  curiosité  dans  tous  les  temps;  cepen- 
dant, par  une  indifférence  trop  ordinaire  à  l'esprit  humain,  elles  ont 
été  ignorées  jusqu'au  commencement  du  dernier  siècle,  époque  à 
laquelle  Galilée  jeta  les  premiers  fondements  de  la  science  du  mouve- 
ment par  ses  belles  découvertes  sur  la  chute  des  corps.  Les  géomètres, 
en  marchant  sur  les  traces  de  ce  grand  homme,  ont  porté  cette  science 
au  plus  haut  degré  de  perfection  dont  elle  paraît  susceptible. 

On  développera  les  lois  de  la  composition  des  forces.  En  examinant 
les  conditions  de  l'équilibre  dans  les  principales  machines,  on  les  ra- 
mènera toutes  à  une  seule  dont  l'énoncé  forme  le  principe  des  vitesses 
virtuelles,  et  qui  renferme,  de  la  manière  la  plus  générale,  ce  qui  est 
nécessaire  pour  déterminer  l'équilibre  d'un   système  quelconque  de 
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corps  solides  et  fluides.  On  fera  connaître  l'ingénieux  principe  au 
moyen  duquel  d'Alembcrt  a  ramené  les  lois  du  mouvement  des  corps  à 
celles  de  leur  équilibre  ;  en  combinant  ce  principe  avec  celui  des  vitesses 
virtuelles,  on  réduira  la  Mécanique  entière  à  la  pure  analyse.  On  expo- 
sera les  principes  généraux  de  cette  science,  et  quelques-uns  de  ses 
résultats  les  plus  remarquables,  tels  que  les  lois  de  la  communication 
du  mouvement,  celles  des  mouvements  accélérés  par  l'action  de  la 
pesanteur  et  des  oscillations  des  pendules  simples  et  composés. 

C'est  dans  les  espaces  célestes  que  les  lois  du  mouvement  s'observent 
avec  le  plus  de  précision.  Tant  de  circonstances  en  compliquent  les 
résultats  sur  la  Terre  qu'il  est  difticile  de  les  démêler,  et  plus  ditticile 
encore  de  les  assujettir  au  calcul;  mais  les  corps  du  système  solaire, 
soumis  à  l'action  d'une  force  principale,  dont  il  est  aisé  de  calculer  les 
effets,  ne  sont  troublés  dans  leurs  mouvements  respectifs  que  par  des 
forces  bien  connues,  et  toujours  assez  petites  pour  que  l'x^nalyse  ait  pu 
déterminer  les  changements  que  la  suite  des  temps  a  produits  et  doit 
amener  encore  dans  ce  système.  Il  y  a  extrêmement  loin  de  la  première 
vue  du  ciel  à  cette  vue  générale  qui  embrasse  à  la  fois  les  états  passés 
et  futurs  du  Système  du  Monde.  Pour  y  parvenir,  il  a  fallu  observer  les 
astres  pendant  un  grand  nombre  de  siècles,  reconnaître  les  mouvements 
réels  de  la  Terre  dans  les  apparences  que  ces  corps  nous  présentent; 
s'élever  aux  lois  des  mouvements  planétaires  et,  de  ces  lois,  au  prin- 
cipe de  la  pesanteur  universelle;  redescendre  ensuite  de  ce  principe  à 
l'explication  complète  de  tous  les  ])hénomènes  célestes  jusque  dans 
leurs  moindres  détails.  Voilà  ce  que  l'esprit  humain  a  fait  dans  l'Astro- 
nomie. Le  tableau  de  ces  découvertes  aura  le  double  avantage  d'offrir 
un  grand  ensemble  de  vérités  intéressantes  et  la  vraie  méthode  dans  la 
recherche  des  lois  de  la  nature. 

Enfin  on  donnera  les  principes  de  la  théorie  des  probabilités.  Dans 
un  temps  oii  les  citoyens  sont  appelés  à  décider  du  sort  de  leurs  sem- 
blables, il  leur  importe  de  connaître  une  science  qui  fait  apprécier, 
aussi  exactement  qu'il  est  possible,  la  probabilité  des  témoignages,  et 
celle  qui  résuite  des  circonstances  dont  les  faits  sont  accompagnés.  Il 
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importe  surfont  de  leur  apprendre  à  se  défier  des  aperçus  même  les 
plus  vraisemblables;  et  rien  n'est  plus  propre  à  cet  objet  que  la  théorie 
des  probabilités,  dont  souvent  les  résultats  rigoureux  sont  contraires  à 
ces  aperçus.  D'ailleurs,  les  nombreuses  applications  de  cette  théorie  aux 
naissances,  aux  mortalités,  aux  élections  et  aux  assurances,  applica- 
tions qu'il  est  avantageux  de  perfectionner  et  d'étendre  à  d'autres 
objets,  la  rendent  une  des  parties  les  plus  utiles  des  connaissances  hu- 
maines. 

Vous  voyez,  par  le  programme  que  nous  venons  de  mettre  sous  vos 
yeux,  que  l'on  ne  se  propose  pas  ici  de  faire  un  cours  complet  de 
Mathématiques;  un  pareil  cours  exigerait  plusieurs  années.  Nous  avons 
supposé  que  vous  apportez,  sur  les  diverses  parties  des  sciences,  des 
connaissances  au  moins  élémentaires,  qu'il  ne  s'agit  que  de  perfec- 
tionner; en  conséquence,  nous  vous  présenterons  un  tableau  général  de 
toutes  les  découvertes  faites  en  Mathématiques. 

Ce  rapprochement  vous  sera  utile,  en  vous  indiquant  les  vérités  les 
plus  fécondes  et  la  route  la  plus  directe  qui  peut  y  conduire. 

Ce  rapprochement  est  utile,  même  à  l'homme  le  plus  instruit,  en  lui 
ofl'rant,  sous  un  seul  point  de  vue,  l'ensemble  des  vérités  qu'il  connaît. 

On  vous  indiquera  les  meilleures  sources  où  vous  pourrez  puiser  les 
détails  que  nous  ne  pourrons  vous  donner  à  l'École  Normale. 

Cela  même  est  un  bienfjiit  de  l'institution  qui  nous  rassemble,  car 
il  est  d'expérience  qu'un  grand  nombre  de  personnes,  pour  avoir  été 
mal  guidées  dans  les  sciences,  ont  consumé  sans  fruit  des  eflbrts  qui, 
mieux  dirigés,  auraient  été  très  utiles;  d'ailleurs,  il  suffit  de  lire  les 
éloges  des  savants  pour  savoir  que  souvent  un  bon  ouvrage,  tombé  dans 
leurs  mains  par  hasard,  a  décidé  leur  vocation. 

Je  vais  commencer  par  vous  entretenir  de  l'Arithmétique,  ou  de  la 
science  des  nombres. 

La  première  chose  qu'il  a  follu  faire  en  Arithmétique  a  été  de  pouvoir 
exprimer  d'une  manière  simple  tous  les  nombres  possibles. 

Si,  pour  chaque  idée,  il  avait  fallu  un  signe  particulier,  la  mémoire 
aurait  été  bientôt  surchargée  de  ce  cçrand  nombre  de  signes,  et  les 
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sciences  seraient  restées  très  imparfaites,  car  les  connaissances  ne 
peuvent  se  perfectionner  que  par  le  rapprochement  des  idées  que  les 
signes  fixent  dans  la  mémoire.  Mais  on  a  observé,  en  général,  que 
toutes  les  idées  complexes  étaient  composées  d'idées  simples,  conibi- 
nées  entre  elles,  suivant  des  modes  généraux. 

En  conséquence,  on  a  cherché  à  exprimer  les  idées  simples  et  ces 
modes  par  des  mots  particuliers;  et  ainsi  l'immense  variété  des  idées 
complexes  a  pu  s'exprimer  par  un  petit  nombre  de  mots.  C'est  sur  ce 
principe  qu'est  fondé  le  mécanisme  des  langues. 

Vous  concevez  que  la  langue  philosophiquement  la  plus  parfaite 
serait  celle  où  l'on  pourrait  exprimer  le  plus  grand  nombre  d'idées  par 
le  plus  petit  nombre  de  mots  possible. 

L'Arithmétique  est  une  langue  particulière  dont  les  nombres  sont 
l'objet;  voyons  comment,  avec  un  petit  nombre  de  mots  et  de  carac- 
tères, on  est  parvenu  à  exprimer  tous  les  nombres. 

On  a  d'abord  commencé  par  exprimer,  avec  des  signes  particuliers, 
les  neuf  premiers  nombres. 

Une  fois  parvenu  là,  on  a  eu  l'idée  très  heureuse  de  donner  à  ces 
caractères,  outre  leur  valeur  absolue,  une  valeur  dépendant  de  leur 
position. 

Le  caractère  i,  qui  représente  V unité,  exprime,  en  l'avançant  d'un 
rang  vers  la  gauche,  une  unité  du  second  ordre  ou  une  dizaine,  et,  pour 
lui  donner  ce  rang,  on  a  imaginé  un  caractère  qui  n'a  pas  de  valeur  et 
qui  ne  sert  qu'à  fixer  la  position  des  autres  caractères. 

Ainsi,  l'unité  suivie  d'un  zéro  exprime  alors  une  collection  de  dix 
unités,  ou  une  dizaine. 

Le  caractère  2,  suivi  du  zéro,  exprime  deux  dizaines,  ou  deux  unités 
du  second  ordre. 

De  la  même  manière,  vous  concevez  que  l'on  a  pu  exprimer  des 
unités  du  troisième  ordre,  ou  des  dizaines  de  dizaines;  il  a  suffi  de 
mettre  deux  zéros  à  la  suite  des  caractères  significatifs.  Des  dizaines  de 
centaines  ou  des  mille  ont  été  exprimés  avec  trois  zéros  placés  à  la 
droite  des  mêmes  caractères,  ainsi  de  suite.  De  cette  manière,  on  a  pu 
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exprimer  tous  les  nombres,  car  tout  nombre,  en  général,  peut  être 
décomposé  en  un  certain  nombre  d'unités  de  l'ordre  le  plus  grand  qu'il 
contient,  plus  zéro  ou  un  certain  nombre  d'unités  d'un  ordre  inférieur, 
plus  zéro  ou  un  certain  nombre  d'unités  de  l'ordre  immédiatement 
inférieur  à  celui-ci,  plus,  etc. 

Pour  écrire  ce  nombre  il  a  suffi  d'écrire  successivement,  à  la  droite 
les  uns  des  autres,  tous  les  caractères  qui  expriment  les  nombres  des 
unités  de  chaque  ordre  que  renferme  le  nombre  proposé,  ou  zéro, 
lorsque  ces  nombres  partiels  manquent. 

Vous  concevez  que,  par  cette  idée  simple  et  ingénieuse  de  donner 
aux  caractères  deux  valeurs,  l'une  absolue,  l'autre  dépendant  de  leur 
position,  on  est  parvenu  avec  dix  caractères,  dont  le  dixième  sert  uni- 
quement à  marquer  le  rang,  à  écrire  tous  les  nombres  possibles;  voilà 
pour  ce  qui  concerne  l'arithmétique  écrite. 

Quant  à  l'arithmétique  parlée,  on  a  également  désigné  par  un  mot 
particulier  chacun  des  caractères  dont  je  viens  de  vous  entretenir. 

Ensuite,  de  dix  unités  on  a  formé  une  dizaine;  pour  compter  au  delà 
il  eût  été  simple  de  dire  :  dix-un,  dix-deux,  dix-trois,  au  lieu  de  onze, 
douze,  treize,  etc.;  mais  on  n'a  commencé  à  compter  ainsi  qu'à  dix-sept. 

Deux  unités  du  second  ordre  ou  deux  dizaines  ont  formé  le  nombre 
vingt;  trois  dizaines  ont  été  appelées  trente;  quatre  dizaines,  quarante; 
ainsi  de  suite  jusqu'à  soixante. 

Arrivé  à  soixante,  on  a  abandonné  cette  marche.  C'est  un  défaut 
d'analogie  qui  se  trouve  dans  presque  toutes  les  langues  ;  aussi  quelques 
mathématiciens  ont  proposé  de  dire  :  septante,  octante  et  nonante. 

Dix  dizaines  ont  été  nommées  cent,  et  dix  centaines  ont  été  nommées 
mdle. 

Au  delà,  on  n'a  employé  de  nouveaux  mots  que  de  mille  en  mille. 

Mille  fois  mille  ont  été  nommées  million;  mille  millions,  billion  ou 
milliard;  mille  milliards,  trillion,  ainsi  de  suite;  de  sorte  que,  quand 
un  nombre  est  écrit,  pour  le  déterminer  il  faut  le  partager  en  tranches 
de  trois  chiffres  chacune,  en  allant  de  droite  à  gauche,  la  dernière 
tranche  à  gauche  pouvant  en  renfermer  moins;  on  prononce  ensuite 
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chacuno  des  tranches,  en  coniineneaiit  par  celle  de  la  jiauche,  et  à  la 
tin  (le  cha(|iie  franche  on  désigne  l'ordre  d'unités  qu'elle  renferme  : 
voilà  pour  ce  qui  regarde  l'arithmétique  parlée. 

Ces  choses  vous  paraissent  simples,  et  elles  le  sont  efïeetivement; 
mais  c'est  dans  leur  simplicité  même  que  consiste  leur  fécondité. 

Voyez  avec  quelle  facilité  on  peut,  au  moyen  de  cet  arrangement, 
faire  toutes  les  opérations  de  l'Arithmétique. 

Veut-on  ajouter  ensemble  plusieurs  nombres?  On  les  écrit  les  uns 
au-dessous  des  autres,  en  pla(,'ant  dans  une  même  colonne  verticale  les 
unités  du  même  ordre;  on  fait  l'addition  des  nombres  de  la  même 
colonne,  en  commençant  parla  droite;  on  ne  place  sous  la  colonne  que 
l'excédent  de  la  somme  sur  un  nombre  d'unités  de  l'ordre  supérieur,  ou 
zéro  quand  il  n'y  a  pas  d'excédent;  on  relient  ce  nombre  pour  l'ajouter 
à  la  colonne  suivante,  et  l'on  continue  ainsi  jusqu'à  la  dernière  colonne 
à  gauche,  sous  laquelle  on  écrit  la  somme  telle  qu'on  la  trouve. 

Veut-on  faire  la  soustraction?  Rien  de  plus  simple  encore;  on  écrit 
le  nombre  à  soustraire  au-dessous  du  nombre  dont  on  veut  le  soustraire, 
de  manière  que  les  unités  correspondantes  soient  dans  une  même  co- 
lonne verticale. 

On  commence  la  soustraction  par  la  droite,  en  retranchant  le  chiifre 
inférieur  de  la  première  colonne  verticale,  du  correspondant  supérieur. 
Quand  cette  soustraction  ne  peut  pas  se  faire,  on  ajoute  dix  au  chiffre 
supérieur;  mais  quand  on  passe  à  la  colonne  suivante,  on  diminue 
d'une  unité  le  chiffre  du  nombre  supérieur,  ou  l'on  augmente  d'une 
unité  le  chiffre  du  nombre  inférieur,  ce  qui  donne  deux  méthodes  de 
faire  la  soustraction. 

Quant  à  la  multi[)lication  par  un  seul  chiffre,  on  commence  par  mul- 
tiplier les  unités  du  multiplicande  par  le  multiplicateur,  et  l'on  n'écrit 
que  l'excédent  du  produit  sur  un  nombre  d'unités  de  l'ordre  supérieur 
au  premier;  on  ajoute  ce  nombre  au  produit  des  dizaines  du  multipli- 
cande par  le  multiplicateur;  on  écrit,  à  la  gauche  du  premier  excédeni, 
l'excédent  de  cette  somme  sur  un  nombre  de  centaines;  on  continue 
ainsi  jusqu'au  dernier  chillre  du  multiplicande,  et  l'on  écrit  en  entier 
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la  dernière  somme  trouvée,  à  la  gauche  de  tous  les  excédents  précé- 
demment écrits. 

Si  l'on  a  plusieurs  clnlFros  au  multiplicateur,  on  multiplie  d'abord 
le  multiplicande  par  les  unilésdu  multiplicateur,  puis  par  les  dizaines; 
et  l'on  avance  d'un  rang  vers  la  gauche  les  unités  du  produit;  on  opère 
de  même  pour  les  centaines,  en  avançant  d'un  rang  vers  la  gauche  les 
unités  de  ce  nouveau  produit,  et  ainsi  de  suite.  On  additionne  tous  les 
produits  partiels  pour  avoir  le  produit  total. 

Pour  la  division,  on  prend,  a  la  gauche  du  dividende,  le  nombre  de 
chilTres  nécessaires  pour  contenir  le  diviseur;  on  cherche  combien  de 
fois  il  est  contenu  dans  le  dividende  partiel;  on  écrit  ce  nombre  qui 
forme  le  premier  chiffre  à  gauche  du  quotient. 

On  multiplie  ce  quotient  partiel  par  le  diviseur  et  l'on  retranche  le 
produit  du  premier  dividende  partiel.  A  côté  du  reste  on  abaisse  le 
chiffre  suivant  du  dividende,  et  l'on  forme  un  second  dividende  partiel 
(pie  l'on  divise  de  nouveau  par  le  diviseur;  on  écrit  le  quotient  à  la 
droite  du  premier;  ou  continue  ainsi  jusqu'à  ce  que  tous  les  chiffres  du 
dividende  soient  abaissés;  ainsi  la  division  est  encore  une  opération 
très  simple,  qui  résulte  du  système  de  numération.  Elle  diffère  des  trois 
autres  en  ce  que  l'on  y  procède  de  gauche  à  droite,  ce  qui  tient  à  ce 
que  les  chilTres  du  dividende,  abaissés  à  la  suite  des  restes  successifs, 
forment  des  dividendes  partiels  d'un  ordre  successivement  plus  petit, 
et  dont  les  quotients,  étant  du  même  ordre,  doivent  être  placés  ii  la 
droite  les  uns  des  autres. 

Vous  concevez  que  la  facilité  des  opérations  que  je  viens  de  vous 
décrire  dépend  de  la  loi  que  suivent  les  unités  des  nombres,  en  allant 
de  gauche  à  droite.  Les  unités  deviennent  successivement  de  dix  en 
<lix  fois  plus  petites;  mais  rien  ne  force  de  s'arrêter  aux  unités  simples; 
(le  même  que  l'unité  simple  est  la  dixième  partie  des  dizaines,  de  même 
vous  pouvez  imaginer  des  unités  fractionnaires  qui  soient  la  dixième 
partie  des  unités  simples;  et  par  la  même  raison,  vous  pouvez  concevoir 
dos  dixièmes  de  dixième,  ou  des  centièmes  parties  de  l'unité  principale, 
des  millièmes,  des  dix-millièmes,  etc.   Alors  on  forme  ce  que  l'on 
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appelle  les  nombres  décimaux,  et  pour  (lislini{iier,  dans  un  noniltie 
composé  de  «lécimales,  les  nombres  décimaux  on  nuH  une  virgule  après 
le  nombre  qui  ex|)riiiu'  les  unités  simples. 

Comme  la  loi  de  décroissement  de  ces  nombres  est  la  même  que 
pour  les  nombres  entiers,  on  peut  les  ajouter,  les  soustraire,  les  mulli- 
l»lier  et  les  diviser  de  la  nu"'me  manière.  H  n'y  a  d'attention  à  faire  que 
dans  la  position  de  la  virgule. 

Dans  la  multiplication,  la  seule  règle  qu'il  faut  suivre  est  de  nu'ltre 
dans  le  produit  autant  de  chiffres  décimaux  qu'il  y  en  a  dans  le  mulli- 
plicaleuret  le  multiplicande. 

Dans  la  division,  il  ne  faut  mettre  après  la  virgule  que  l'excédent  du 
nombre  des  chiffres  décimaux  du  dividende  sur  le  nombre  des  chiffres 
décimaux  du  diviseur. 

Avec  cette  seide  attention,  les  mêmes  règles  qui  ont  lieu  pour  les 
entiers  s'appliquent  aux  décimales. 

Dans  la  société,  on  a  continuellement  besoin  d'employer  des  fractions 
d'unités,  ou  de  diviser  l'unité  en  parties  plus  petites,  et  ces  parties  en 
d'autres  parties. 

Vous  sentez  par  là  de  quel  avantage  il  est  que  toutes  les  divisions  de 
l'unité  soient  décimales,  puisque,  de  cette  manière,  toutes  les  opéra- 
lions  d'arithmétique  se  trouvent  réduites  à  celles  que  l'on  fait  sur  les 
nombres  entiers. 

(^'est  là  ce  qui  a  fait  adopter  par  la  Convention  nationale  le  système 
de  la  division  de  toutes  les  unités  en  parties  décimales.  Pour  connaître 
les  avantages  de  ce  système  il  suffit  de  vous  rappeler  l'extrême  compli- 
cation qui  résulte  des  divisions  anciennement  adoptées,  quand  il  s'agit 
de  multiplications  ou  de  divisions  complexes. 

Vous  trouverez  dans  l'Instruction  qu'a  publiée  sur  cet  objet  la  Com- 
mission des  Poids  et  Mesures,  la  méthode  d'opérer  sur  les  décimales, 
exposée  dans  le  plus  grand  détail;  ainsi,  je  vous  engage  à  lire  celte 
Instruction,  pour  vous  convaincre  de  la  grande  utilité  du  système  déci- 
mal, et  pour  vous  mettre  bien  au  fait  des  règles  et  des  opérations  qu'il 
faut  faire  dans  ce  svstème.  ,       ;     i    ,, 
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Vous  concevez,  par  les  principes  métaphysiques  sur  lesquels  est 
fondé  notre  système  de  numération,  que  rien  n'obligeait  de  s'en  tenir  à 
dix  caractères;  on  pouvait  en  employer  plus  ou  moins. 

Il  parait  très  probable  que  le  nombre  des  doigts  est  ce  qui  a  déter- 
miné l'arithmétique  décimale.  Les  hommes  primitivement  ont  compté 
par  leurs  doigts  jusqu'à  dix;  mais  de  ce  que  cette  arithmétique  était 
bonne  dans  l'enfance  des  sociétés,  est-elle  maintenant  la  meilleure? 
C'est  ce  que  nous  allons  examiner. 

D'abord  elle  n'est  pas  la  plus  simple;  la  plus  simple  est  celle  qui 
n'admet  que  deux  caractères  :  le  zéro  et  Vunûé.  (]ette  arithmétique 
s'appelle  arithmétique  binaire.  Il  parait  qu'elle  a  été  employée  très  an- 
ciennement par  les  Chinois;  mais,  dans  ces  derniers  temps,  elle  a  été 
renouvelée  par  Leibnitz. 

On  peut  également,  au  moyen  de  cette  arithmétique,  exprimer  tous 
les  nombres. 

Les  unités  du  second  ordre  contiennent  deux  unités  du  premier 
ordre  ;  les  unités  du  troisième  ordre  en  contiennent  deux  du  second,  etc. 

Pour  exprimer  une  unité  du  second  ordre,  on  place  un  zéro  à  la 
droite  de  l'unité;  on  place  deux  zéros  à  la  droite  de  l'unité,  pour  expri- 
mer une  unité  du  troisième  ordre,  etc. 

Ce  système  nous  offre  une  propriété  remarquable  :  c'est  la  possibilité 
de  peser  tous  les  poids  entiers  avec  un  certain  nombre  de  poids  de  i, 
de  2,  de  4,  de  8,  de  i6  livres,  etc.  Os  poids  représentent  les  unités  des 
différents  ordres  de  l'arithmétique  binaire.  Quand  un  nombre  est  écrit 
dans  ce  système  de  numération,  alors  il  suffit  de  prendre  les  poids  qui 
correspondent  aux  diverses  unités  de  ce  nombre. 

Cette  arithmétique  a  de  plus  l'avantage  de  réduire  toutes  les  multi- 
plications à  de  simples  additions,  et  toutes  les  divisions  à  de  simples 
soustractions;  mais  elle  a  un  inconvénient  qui  ne  permet  pas  de  l'em- 
ployer dans  l'usage  civil;  c'est  la  multiplicité  des  caractères  pour 
exprimer  des  nombres  fort  simples;  le  nombre  mille  vingt-quatre,  par 
exemple,  exigerait  onze  caractères. 

Aussi  Leibnitz  n'a  présenté  cette  arithmétique  que  comme  une  chose 
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curieuse,  et  qui  pouvait  conduire  ii  des  découvertes  intéressantes  sur 
les  nombres. 

Leibnitz  crut  y  voir  l'image  de  la  création.  Il  iuiai^ina  que  l'unité 
pouvait  représenter  Dieu,  et  zéro  le  néant;  et  que  l'Ktre  suprême  avait 
tiré  du  néant  tous  les  êtres  de  cet  univers,  de  même  que  l'unité  avec  le 
zéro  exprime  tous  les  nombres  dans  ce  système  de  numération. 

Otte  idée  plut  tellement  à  Leibnitz  qu'il  en  fit  pari  au  jésuite  Gri- 
maldi,  président  du  tribunal  des  Mathématiques  de  la  Chine,  dans  l'es- 
pérance que  cet  emblème  de  la  création  convertirait  au  christianisme 
l'empereur  d'alors,  qui  aimait  particulièrement  les  Mathématiques.  Ce 
trait  nous  rappelle  le  commentaire  de  Newton  sur  V Apocalypse. 

Quand  vous  voyez  les  écarts  d'aussi  grands  hommes,  écarts  (|ui  sont 
dus  aux  impressions  reçues  dans  l'enfance,  vous  sentez  combien  un 
système  d'éducation,  libre  de  préjugés,  est  utile  aux  progrès  de  la  raison 
humaine,  et  qu'il  est  beau  d'être  appelé,  comme  vous  l'êtes,  ii  la  pré- 
senter à  vos  concitoyens  dans  toute  sa  pureté,  et  dégagée  des  nuages 
qui  l'ont  trop  souvent  obscurcie. 

De  tous  les  systèmes  de  numération  le  meilleur  est  celui  qui,  n'em- 
ployant pas  un  très  grand  nombre  de  caractères,  renferme  dans  son 
échelle  le  plus  grand  nombre  de  diviseurs,  el,  à  cet  égard,  le  système 
duodécimal  ^ATAxi  mériter  la  préférence.  Il  eût  suffi  d'ajouter  deux  ca- 
ractères aux  nôtres,  on  aurait  eu  l'avantage  d'exprimer  le  tiers  et  le 
quart  de  l'unité  principale,  au  moyen  des  divisions  de  ce  système,  ce 
qui  eût  été  très  commode.  C'est  pour  cela  que  les  divisions  de  presque 
toutes  nos  mesures  sont  duodécimales;  ainsi  le  pied  se  divise  en  douze 
pouces,  le  pouce  en  douze  lignes,  etc. 

La  Commission  des  Poids  et  Mesures  a  balancé  ces  avantages  qu'offre 
le  système  duodécimal  avec  l'inconvénient  de  changer  totalement  el 
l'arithmétique  écrite  et  l'arithmétique  parlée,  et  nos  livres  et  nos  tables 
formées  sur  le  système  décimal.  Elle  a  craint  que,  en  proposant  le  sys- 
tème duodécimal,  les  obstacles  qu'éprouverait  l'introduction  de  ce 
système  ne  se  joignissent  ii  ceux  que  présentait  déjà  l'institution  du 
nouveau  système  des  poids  et  mesures;  elle  a  donc  jugé  à  propos  de 
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conserver  l'aritlimé(i(|ue  décimale,  dont  réchelle  est  mieux  propor- 
tionnée que  l'échelle  duodécimale  à  la  capacité  commune  de  la  mémoire. 

Il  est  d'ailleurs  très  aisé  de  traduire  un  nombre  écrit  dans  un  sys- 
tème de  numération  dans  un  autre  système. 

l'our  traduire  par  exemple,  dans  le  système  duodécimal,  un  nombre 
écrit  dans  le  système  décimal,  divisez  le  nombre  proposé  par  l'échelle 
du  nouveau  système,  par  douze;  écrivez  le  reste,  ou  zéro  s'il  ne  reste 
rien.  Divisez  le  premier  quotient  par  le  même  nombre  douze,  écrivez  le 
reste  à  gauche  du  premier  reste  que  vous  avez  trouvé.  Divisez  le 
deuxième  quotient  par  douze,  écrivez  le  reste  à  gauche  du  deuxième- 
reste,  et  ainsi  de  suite.  En  continuant  l'opération,  vous  parviendrez  à 
écrire,  dans  le  système  duodécimal,  le  nombre  écrit  dans  le  système 
décimal.  A'oilà  ce  que  j'avais  à  vous  dire  sur  les  systèmes  de  numéra- 
tion. La  prochaine  fois  nous  parlerons  des  fractions  etdes  autres  objets 
(jue  l'Arithmétique  considère.  -       ■  - 
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DEUXIÈME   SEANCE. 

SUR   LES   FRACTIONS,    LES   PUISSANCES   ET    l'eXTHACTION    DES    RACINES ,' 
LES    PROPORTIONS,    LES   PROGRESSIONS   ET    LES    LOGARITHMES. 


Nous  avons  considéré  précédomincnt  les  nombros  entiers  et  déci- 
maux; examinons  présentement  les  nombres  fractionnaires  en  général. 
Si  l'on  conçoit  l'unité  partagée  en  plusieurs  parties  égales,  un  certain 
nombre  de  ces  parties  est  ce  que  l'on  nommey/rtc/j'oA*.  Pour  l'exprimet' 
on  place,  au-dessous  d'une  petite  barre  horizontale,  le  nombre  qui  dé- 
signe en  combien  de  parties  l'unité  a  été  divisée,  et  que  l'on  nomm<' 
dénominateur;  on  place  au-dessus  le  nombre  qui  exprime  combien  on 
prend  de  ces  parties,  et  que  l'on  nomme  nurnéraleur. 

De  là  il  est  aisé  de  conclure  qu'une  fraction  est  égale  au  quotient  de 
la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur,  et  qu'ainsi  elle  ne 
change  point  de  valeur  en  multipliant  ou  en  divisant  ses  deux  ternies 
par  un  même  nombre.  La  réduction  de  plusieurs  fractions  au  même 
dénominateur  est  fondée  sur  ce  principe;  on  leur  donne  pour  dénomi- 
nateur commun  un  nombre  divisible  à  la  fois  par  chacun  de  leurs 
dénominateurs,  et  l'on  multiplie  le  numérateur  de  chacune  d'elles  par 
le  nombre  qui  exprime  combien  de  fois  son  dénominateur  est  contenu 
dans  le  dénominateur  commun.  Les  fractions  étant  ainsi  réduites  au 
même  dénominateur,  il  suffit,  pour  les  ajouter  ou  pour  les  soustraire 
les  unes  des  autres,  d'ajouter  ou  de  soustraire  leurs  numérateurs,  eu 
conservant  à  leur  somme  ou  à  leur  différence  le  commun  dénominateur. 

Le  produit  de  deux  fractions  est  une  nouvelle  fraction,  dont  le  nu- 
mérateur est  le  produit  des  numérateurs  de  ces  fractions,  et  dont  le 
dénominateur  est  le  produit  de  leurs  dénominateurs. 
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Pour  diviser  une  fraction  par  une  autre  il  faut  multiplier  la  fraction 
dividende  par  l'autre  fraction  renversée. 

On  ap|)elle  nombre  premier  hnxl  nombre  qui  n'a  d'autres  diviseurs 
que  lui-même  et  l'unité.  Deux  nombres  sont  premiers  entre  eux  lors- 
qu'ils n'ont  d'autre  commun  diviseur  que  l'unité.  Si  les  deux  termes 
d'une  fraction  sont  premiers  entre  eux,  elle  est  alors  réduite  à  sa  plus 
simple  expression.  Pour  réduire  une  fraction  quelconque  à  cet  état  il 
faut  diviser  chacun  de  ses  deux  termes  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur,  que  l'on  obtient  ainsi  :  divisez  le  plus  grand  terme  par  le  plus 
petit;  divisez  ensuite  ce  plus  petit  terme  par  le  reste  de  la  division;  ce 
premier  reste  par  le  reste  de  la  deuxième  division  ;  ce  deuxième  reste 
par  le  troisième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  vous  parveniez  à  une 
division  sans  reste.  Le  dernier  diviseur  sera  le  plus  grand  commun 
diviseur  cherché. 

En  examinant  avec  attention  cette  suite  de  divisions,  il  est  facile  de 
voir  que,  si  le  numérateur  de  la  fraction  est  moindre  que  son  dénomi- 
nateur, on  peut  lui  donner  la  forme  d'une  fraction  dont  le  numérateur 
est  l'unité,  et  dont  le  dénominateur  est  le  quotient  de  la  première  divi- 
sion, augmenté  d'une  fraction  dont  le  numérateur  est  l'unité,  et  dont  le 
dénominateur  est  le  quotient  de  la  deuxième  division,  augmenté  d'une 
fraction  dont  le  numérateur  est  l'unité,  et  dont  le  dénominateur  est  le 
quotient  de  la  troisième  division,  plus,  etc.  Cette  suite  de  fractions 
ainsi  enchaînées  les  unes  aux  autres  se  nomme  fraction  continue.  On 
peut  donner  cette  forme  aux  nombres  décimaux  qui  ne  sont  que  des 
fractions  dont  le  dénominateur  est  dix,  ou  cent,  ou  mille,  etc.  Si  le 
nombre  des  décimales  est  infini,  la  fraction  continue  se  prolonge  à 
l'infini,  à  moins  que  le  nombre  décimal  ne  soit  une  fraction  ordinaire, 
réduite  par  la  division  en  parties  décimales,  auquel  cas  la  fraction 
continue  se  termine;  et  cela  a  généralement  lieu  toutes  les  fois  que 
la  fraction  continue  est  l'expression  du  rapport  de  deux  nombres 
entiers. 

La  théorie  de  ces  fractions  n'est  point  un  pur  jeu  de  l'esprit;  elle  est 
importante  dans  l'Analyse  et  elle  a  conduit  à  plusieurs  vérités  curieuses. 
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toiles  que  rimpossibililé  d'exprimer,  par  le  rapport  de  deux  nombres 
entiers,  celui  du  diamètre  il  la  circonférence.  L'un  de  ses  principaux 
avantages  est  de  donner  les  valeurs  des  fractions  exprimées  par  de  très 
grands  nombres,  les  ])lus  approchées  que  l'on  puisse  obtenir  avec  de 
petits  nombres.  Il  sufiit  pour  cela  de  réduire  la  fraction  proposée  en 
fraction  continue,  d'arrêter  cette  fraction  à  l'un  de  ses  termes,  et  de 
mettre  la  fraction  continue  ainsi  tronquée  sous  la  forme  d'une  fraction 
ordinaire.  Par  exemple,  on  a  déterminé  le  rapport  du  diamètre  h  la 
circonférence  au  moyen  d'un  très  grand  nombre  de  décimales;  mais  il 
est  souvent  utile  d'avoir  ce  rapport  exprimé  d'une  manière  fort  appro- 
chée par  de  petits  nombres.  En  réduisant  en  fraction  continue  la  valeur 
de  ce  rapport  exprimé  en  décimales,  on  trouve  que  le  rapport  de  7  à  22, 
trouvé  j)ar  Archimède,  est  fort  approché,  et  le  pins  exact  que  l'on 
puisse  obtenir,  en  n'employant  pas  de  plus  grands  nombres  que  22.  Si 
l'on  réduit  pareillement  la  longueur  de  l'année  en  jours  et  en  décimales 
de  jours,  et  ensuite  en  fraction  continue,  on  parvient  à  l'intcrcalation 
persane  de  huit  années  bissextiles  sur  trente-trois  ans. 

Considérons  maintenant  les  nombres,  eu  égard  à  leurs  puissances. 
Le  produit  d'un  nombre  par  lui-même  forme  le  carré  de  ce  nombre;  le 
produit  du  carré  par  le  nombre  forme  le  cube;  le  produit  du  cube  par  le 
nombre  forme  le  carré  carré,  et  ainsi  de  suite.  Pour  exprimer  ces  divers 
produits  :  on  nomme  première  puissance  d'un  nombre  ce  nombre 
lui-même;  son  carré,  deuxième  puissance;  son  cube,  troisième  puis- 
sance, etc.;  et,  pour  écrire  ces  puissances,  on  écrit  à  la  droite  du  nombre, 
et  vers  sa  partie  supérieure,  les  nombres  i,  2,  3,  ...,  qui  marquent  le 
degré  de  la  puissance;  ces  nombres  s'appellent  exposants. 

La  racine  carrée  d'un  nombre  est  le  nombre  dont  il  est  la  deuxième 
puissance;  sa  racine  cubique  al  le  nombre  dont  il  est  la  troisième  puis- 
sance, etc.;  et  comme,  pour  former  les  exposants  des  puissances,  on 
multiplie  l'unité  par  2,  3,  ...,  pour  former  les  exposants  des  racines 
on  doit  diviser  l'unité  par  les  mêmes  nombres,  en  sorte  que  la  racine 
d'un  nombre  en  est  une  puissance  fractionnaire;  on  peut  même  donner 
à  l'exposant  une  valeur  quelconque  fractionnaire;  en  le  supposant,  par 
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exemple,  égal  à  deux  tiers,  il  indique  la  racine  cubique  du  carré  du 
nombre.  Ces  notions  très  simples  sont  de  la  plus  grande  fécondité; 
elles  sont  la  base  d'une  brancbe  d'Analyse  que  l'on  nomme  Calcul  expo- 
nentiel. 

La  formation  des  puissances  est  toujours  facile;  l'extraction  des 
racines  présente  plus  de  difficulté.  On  peut  généralement  y  parvenir 
par  la  règle  suivante  : 

Partagez  le  nombre  proposé,  de  droite  à  gaucbe,  en  tranches  d'autant 
de  chiffres  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  la  puissance  dont  on 
cherche  la  racine,  la  première  tranche  à  gauche  pouvant  en  renfermer 
moins.  Extrayez  la  racine  proposée,  de  cette  tranche,  racine  qui  ne 
peut  être  que  d'un  seul  chiffre  ;  vous  aurez  le  premier  chiffre  à  gauche 
de  la  racine.  Retranchez  la  puissance  de  ce  chiffre  de  la  même  tranche 
et,  à  la  droite  du  reste,  abaissez  le  premier  chiffre  de  la  deuxième 
tranche;  divisez  ce  reste  ainsi  augmenté  par  l'exposant  de  la  puissance, 
multiplié  par  le  premier  chiffre  trouvé,  élevé  à  une  puissance  moindre 
d'une  unité;  le  second  chiffre  de  la  racine  sera  égal  ou  moindre  que  le 
quotient  de  cette  division;  il  lui  sera  égal,  si  le  nombre  formé  de  ce 
quotient  écrit  à  la  droite  du  premier  chiffre  de  la  racine,  et  élevé  à  la 
puissance,  peut  être  soustrait  des  deux  premières  tranches;  si  cela  n'est 
pas  il  faudra,  pour  avoir  le  deuxième  chiffre  de  la  racine,  qui  doit  satis- 
faire à  la  condition  précédente,  diminuer  le  quotient  d'une  ou  de  plu- 
sieurs unités.  On  aura  le  troisième  chiffre  de  la  racine  en  opérant,  sur 
les  deux  premiers  chiffres  trouvés  et  sur  les  trois  premières  tranches, 
comme  on  vient  de  le  faire  sur  le  premier  chiffre  et  sur  les  deux  pre- 
mières tranches. 

Si  le  nombre  dont  on  veut  extraire  la  racine  est  décimal,  il  faut,  en 
mettant  un  nombre  convenable  de  zéros  à  sa  suite,  rendre  le  nombre 
des  décimales  un  multiple  de  l'exposant  de  la  puissance;  on  extrait 
ensuite  la  racine  de  ce  nombre,  comme  s'il  était  entier,  et  l'on  sépare, 
sur  la  droite  de  cette  racine,  autant  de  chiffres  par  la  virgule  qu'il  y  a 
d'unités  dans  le  quotient  du  nombre  des  décimales  de  la  quantité  pro- 
posée, divisé  par  l'exposant  de  la  puissance. 
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Pour  cxtrairo  la  racine  d'uno  fraction  il  sui'lit  d'extraire  la  racine  de 
son  numérateur  et  celle  de  son  dénominateur. 

La  puissance  de  tout  nombre  entier  ou  fractionnaire  est  un  nombre 
entier  ou  une  fraction;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  des  racines.  Par 
exemple,  la  racine  carrée  de  deux  n'a  aucune  mesure  commune  avec 
l'unité.  Quel  que  soit  le  nombre  des  parties  égales,  dans  lesquelles 
l'unité  est  divisée,  aucune  de  ces  parties  n'est  exactement  contenue 
dans  la  racine  carrée  de  deux,  que  l'on  nomme,  par  cotte  raison,  irra- 
tionnelle ou  incommensurable.  Vous  voyez  comment  l'examen  des  pro- 
priétés des  nombres  étend  successivement  nos  idées.  Les  nombres 
entiers  se  sont  présentés,  ensuite  les  nombres  fractionnaires,  et  enfin 
nous  sommes  arrivés  à  la  considération  des  nombres  irrationnels.  Le 
nombre  n'est  plus  simplement  une  collection  d'unités,  comme  nous 
l'avions  conçu  d'abord;  il  est  généralement  le  rapport  d'une  quantité 
à  une  autre  quantité  prise  pour  unité.  Examinons  particulièrement  les 
rapports. 

La  différence  de  deux  nombres  est  leur  rapport  arithmétique  ;  la  ma- 
nière dont  ils  se  contiennent  forme  le  rapport  géoDiélriffue,  qui  n'est 
ainsi  que  le  quotient  de  l'un  des  nombres  divisé  par  l'autre. 

La  proportion  consiste  dans  l'égalité  de  deux  rapports.  Si  quatre 
grandeurs  sont  en  ])roportion  arithmétique,  c'est-à-dire  si  la  différence 
de  la  première  à  la  deuxième  est  la  même  que  celle  de  la  troisième  à  la 
quatrième,  la  somme  des  moyens  est  égale  à  celle  des  extrêmes. 

Réciproquement,  si  la  somme  des  extrêmes  est  égale  à  celle  des 
moyens,  les  quatre  grandeurs  sont  en  proportion  arithmétique. 

Si  quatre  grandeurs  sont  en  proportion  géométrique,  le  produit  des 
extrêmes  est  égal  à  celui  des  moyens;  et  réciproquement,  si  le  produit 
des  extrêmes  est  égal  à  celui  des  moyens,  les  quatre  grandeurs  sont  en 
proportion  géométrique. 

De  là  résultent  la  règle  de  trois  et  toutes  les  règles  qui  s'y  rapportent. 

Une  suite  de  termes  tels  que  le  premier  est  surpassé  par  le  deuxième, 
comme  le  deuxième  est  surpassé  par  le  troisième,  comme  le  troisième 
est  surpassé  par  le  quatrième,  etc.,  forme  une  progression  arithmc- 
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dque.  La  raison  de  la  progression  est  l'excès  d'un  des  termes  sur  celui 

qui  le  précède. 

Une  suite  de  termes  tels  que  le  premier  est  contenu  dans  le  deuxième, 
comme  le  deuxième  est  contenu  dans  le  troisième,  comme  le  troisième 
est  contenu  dans  le  quatrième,  etc.,  forme  une  progression  géomé- 
trique. La  raison  de  la  progression  est  la  manière  dont  un  terme  con- 
tient celui  qui  le  précède. 

Les  deux  suites  que  nous  venons  de  considérer  sont  le  germe  de  la 
théorie  des  suites,  l'une  des  branches  les  plus  étendues  de  l'Analyse,  et 
qui  a  particulièrement  fixé  l'attention  des  géomètres  modernes. 

La  loi  d'une  série  est  la  manière  dont  ses  termes  se  forment  succes- 
sivement; ainsi  la  loi  de  la  progression  arithmétique  consiste  en  ce  que 
chaque  terme  est  égal  à  celui  qui  le  précède,  plus  la  raison;  la  loi  de 
la  progression  géométrique  consiste  en  ce  que  chaque  terme  est  égal  à 
celui  qui  le  précède,  multiplié  par  la  raison. 

La  valeur  du  terme  général  de  la  série,  c'est-à-dire  d'un  quelconque 
de  ses  termes,  peut  toujours  être  exprimée  au  moyen  du  nombre  qui 
marque  le  rang  de  ce  terme;  et  c'est  une  recherche  intéressante  et  sou- 
vent difficile,  que  d'exprimer  ainsi  les  termes  d'une  série,  d'après  la  loi 
de  sa  formation. 

Dans  la  progression  arithmétique,  un  terme  quelconque  est  égal  au 
premier,  plus  à  la  raison  multipliée  par  le  nombre  qui  indique  le  rang 
du  terme  diminué  de  l'unité. 

Dans  la  progression  géométrique,  un  terme  quelconque  est  égal  au 
premier  multiplié  par  la  raison  élevée  à  une  puissance  moindre  d'une 
unité  que  le  nombre  qui  indique  le  rang. 

En  examinant  avec  attention  ces  divers  résultats,  on  observe  entre 
eux  une  analogie  remarquable.  Tout  ce  qui,  dans  les  rapports,  les  pro- 
portions et  les  progressions  arithmétiques,  se  rapporte  aux  sommes  ou 
aux  différences,  se  rapporte  aux  produits  ou  aux  quotients,  dans  les 
rapports,  les  proportions  et  les  progressions  géométriques.  Tout  ce  qui, 
dans  les  progressions  arithmétiques,  se  rapporte  aux  produits,  se  rap- 
porte aux  puissances  dans  les  progressions  géométriqires. 
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Cette  analogie  a  conduit  Neper  à  la  découverte  des  logarithmes,  admi- 
rable instrument  qui,  en  réduisant  à  quelques  heures  le  travail  de 
plusieurs  mois,  double,  si  l'on  peut  ainsi  dire,  la  vie  des  astronomes, 
et  leur  épargne  les  erreurs  et  les  dégoûts  inséparables  des  longs  calculs: 
invention  d'autant  plus  satisfaisante  pour  l'esprit  humain  qu'il  l'a  tirée 
en  entier  de  son  propre  fonds.  Dans  les  arts,  l'homme  emploie  les  forces 
et  les  matériaux  de  la  nature  pour  accroître  sa  puissance;  mais  ici,  tout 
est  son  ouvrage. 

Pour  rendre  l'analogie  dont  nous  venons  de  parler  plus  sensible,  et 
pour  en  voir  naître  les  logarithmes,  concevons  que  l'on  écrive,  l'une 
au-dessous  de  l'autre,  deux  progressions,  la  première  géométrique  et 
commençant  par  l'unité;  la  seconde,  arithmétique  et  commençant  par 
zéro.  Il  est  aisé  de  voir  qu'au  produit  de  deux  termes  quelcon(|ucs  de 
la  progression  géométrique  répond  la  somme  des  deux  termes  corres- 
pondants de  la  progression  arithmétique,  et  qu'à  une  puissance  quel- 
conque d'un  des  termes \le  la  première  progression  répond  le  produit 
du  terme  correspondant  de  la  seconde,  par  l'exposant  de  la  puissance. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  renfermait  dans  une  progression  géométrique 
tous  les  nombres  i,  2,  3,  . . . ,  en  lui  fiùsant  correspondre  une  progres- 
sion arithmétique  commençant  par  zéro,  la  somme  des  deux  termes  de 
la  progression  arithmétique  indiquerait  le  produit  des  deux  nombres 
correspondants  dans  la  progression  géométrique,  et,  par  conséquent, 
leur  différence  indiquerait  le  quotient  de  ces  mêmes  nombres.  Pareille- 
ment, le  produit  d'un  terme  de  la  progression  arithmétique  par  2,  3,  ... 
indiquerait  la  puissance  deuxième,  troisième,  etc.  du  nombre  corres- 
pondant de  la  progression  géométrique,  et,  par  conséquent,  la  division 
d'un  terme  de  la  progression  arithmétique  par  2,  3,  ...  in(li(|uerait  la 
racine  deuxième,  troisième,  etc.  du  nombre  correspondant.  Une  Table 
qui  renfermerait  les  deux  progressions  précédentes  réduirait  donc  les 
multiplications  à  des  additions,  les  divisions  à  des  soustractions,  les 
élévations  de  puissances  à  des  multiplications  et  les  extractions  des 
racines  à  des  divisions.  Cette  Table  est  celle  des  logarithmes  ;  on  nomme 
ainsi  les  nombres  de  la  progression  arithmétique  correspondant  aux 
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nombres  naturels  qui  sont  censés  appartenir  à  une  progression  géo- 
métrique. 

A  la  vérité,  les  nombres  naturels  i,  2,  3,  ...  n'entrent  point  rigou- 
reusement dans  une  même  progression  géométrique  ;  mais  on  conçoit 
que  si,  entre  un  et  cent  mille,  par  exemple,  on  insère  un  très  grand 
nombre  de  moyens  géométriques,  ils  croîtront  par  degrés  insensibles, 
et  les  nombres  naturels  pourront  se  confondre  avec  eux.  Si,  en  prenant 
zéro  pour  le  premier  terme  de  la  progression  arilbmétique,  et  cinq, 
par  exemple,  pour  le  terme  correspondant  à  cent  mille  dans  la  progres- 
sion géométrique,  on  insère  entre  un  et  cinq  le  même  nombre  de 
moyens  aritbmétiques,  ils  seront  les  logarithmes  des  moyens  géomé- 
triques correspondants. 

On  peut,  à  la  progression  arithmétique  o,  i,  2 faire  corres- 
pondre telle  progression  géométrique  que  l'on  veut,  ce  qui  donne  une 
infinité  de  systèmes  de  logarithmes;  mais  le  plus  commode  est  le 
système  dans  lequel  on  lui  fait  correspondre  la  progression  décimale 

I,  10,  100,  1000, Alors,  dans  chaque  logarithme,  le  nombre  qui 

précède  les  décimales,  et  que  l'on  nomme  sa  caractéristique,  indique 
l'ordre  des  unités  les  plus  considérables  du  nombre  auquel  il  appar- 
tient; et  pour  multiplier  ou  diviser  un  nombre  par  dix,  cent,  etc.,  il 
suffit  d'augmenter  ou  de  diminuer  sa  caractéristique  d'une,  de  deux 
unités,  etc. 

C'est  sur  ces  priiu'ipes  que  sont  fondées  nos  Tables  de  logarithmes; 
on  voit  qu'elles  deviendront  d'un  fréquent  usage  dans  la  société,  quand 
le  système  des  divisions  décimales  sera  généralement  admis.  La  facilité 
qui  en  résulte  dans  tous  les  calculs  est  un  des  principaux  avantages 
de  l'introduction  de  ce  système.  Il  faut  donc  s'attacher  particulièrement 
à  développer,  dans  l'enseignement,  la  nature  des  logarithmes  et  leurs 
divers  usages. 

Dix,  cent,  mille,  etc.  étant  les  puissances  successives  de  dix,  leurs 
logarithmes  sont  les  exposants  de  ces  puissances.  Ainsi  l'on  peut  géné- 
ralement considérer  les  logarithmes  comme  les  exposants  des  puissances 
entières  ou  fractionnaires,  auxquelles  le  nombre  10  doit  être  élevé  pour 
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formor  successivement  tous  les  nombres.  Cette  manière  d'envisager  les 
logarithmes  est  plus  analytique  (|ue  la  précédente;  elle  conduit  à  des 
séries  très  convergentes,  au  moyen  desquelles  on  peut  obtenir  aisément 
les  logarithmes  dans  tous  les  systèmes  possibles.  Mais  les  Tables  de  loga- 
rithmes étaient  déjà  faites  quand  ces  séries  ont  été  trouvées,  et  la  pa- 
tience des  calculateurs  avait  suppléé  à  l'imperfection  de  leurs  méthodes. 
On  peut  envisager,  sous  ce  point  de  vue  général,  les  Tables  de  loga- 
rithmes. Concevons  tous  les  nombres  écrits  sur  une  ligne  horizontale 
et  sur  une  ligne  verticale,  de  manière  que  l'unité  soit  au  point  de  jonc- 
tion des  deux  lignes.  Imaginons  ensuite  des  verticales  menées  par 
chaque  nombre  horizontal,  et  des  horizontales  menées  par  chaque 
nombre  vertical,  et  supposons  le  produit  de  ces  nombres,  écrit  au  point 
de  jonction  de  ces  lignes.  On  formera  ainsi  une  Table  qui  sera  une 
extension  de  celle  que  l'on  a  nommée  Table  de  Pyihagore,  et  dont  l'in- 
spection seule  fera  connaître  le  produit  de  deux  nombres;  car,  en  cher- 
chant sur  la  première  ligne  horizontale  le  nombre  multiplicateur  et 
sur  la  première  ligne  verticale  le  nombre  multiplicande,  et  en  suivant 
les  deux  colonnes  verticale  et  horizontale  correspondant  à  ces  nom- 
bres, jusqu'au  point  de  leur  jonction,  on  trouvera  écrit,  à  ce  point,  le 
produit  cherché  des  deux  nombres.  Mais  une  pareille  Table  serait  d'une 
longueur  excessive  et,  pour  les  seuls  mille  premiers  nombres,  elle 
renferme  un  million  de  produits,  ce  qui  la  rend  impraticable.  Les  Tables 
de  ce  genre  se  nomment  Tables  à  double  entrée,  parce  que  l'on  y  entre 
avec  deux  nombres.  L'art  de  l'analyste  consiste  à  les  transformer  en 
Tables  à  simple  entrée,  ou  dans  lesquelles  on  n'entre  qu'avec  un  seul 
nombre  et  ([ui,  par  cette  raison,  sont  incomparablement  moins  éten- 
dues; c'est  ce  que  l'on  obtient  d'une  manière  très  heureuse  par  les 
logarithmes;  car  le  logarithme  du  produit  de  deux  nombres  étant  la 
somme  de  deux  logarithmes,  si  l'on  conçoit  tous  les  nombres  écrits 
dans  une  même  colonne  verticale  et  leurs  logarithmes  à  côté,  en  cher- 
chant les  logarithmes  de  chaque  nombre,  en  faisant  ensuite  une  somme 
de  ces  logarithmes,  et  cherchant  dans  la  colonne  des  logarithmes  à  quel 
nombre  cette  somnu)  correspond,  on  aura  le  produit  cherché. 
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Il  nie  reste  à  vous  dire  un  mot  des  propriétés  des  nombres.  Elles  ont 
intéressé  la  curiosité  des  géomètres,  surtout  par  les  artifices  singuliers 
qu'il  a  fallu  imaginer  pour  y  parvenir.  Pour  vous  donner  une  idée  de 
ces  propriétés,  il  suffit  d'en  énoncer  quelques-unes. 

Tout  nombre  entier  est  composé  de  quatre  ou  d'un  moindre  nombre 
de  carrés. 

La  somme  de  deux  puissances  semblables  et  entières  ne  peut  former 
eccactement  une  puissance  semblable,  en  nombres  rationnels,  lorsque 
cette  puissance  surpasse  deux. 

Ce  dernier  théorème  est  dû,  avec  beaucoup  d'autres  également 
curieux,  à  Fermât  et  n'a  point  encore  été  démontré.  Ce  grand  géomètre 
avait  promis  de  publier  les  démonstrations  de  ces  divers  théorèmes, 
mais  elles  ont  été  perdues  à  sa  mort,  et  ces  théorèmes  sont  restés 
comme  autant  de  monuments  qui,  par  la  difficulté  d'y  parvenir,  attestent 
la  profondeur  de  son  génie.  Il  est  fort  remarquable  que  les  grandes  dé- 
couvertes dont  Tx^nalyse  s'est  enrichie  dans  ce  siècle  aient  peu  influé 
sur  la  théorie  des  nombres.  Au  reste,  ces  recherches  ne  sont  jusqu'ici 
que  de  pure  curiosité,  et  je  ne  conseille  de  s'y  livrer  qu'à  ceux  qui  en 
ont  le  loisir.  Cependant  il  est  bon  de  les  suivre;  elles  fournissent 
d'excellents  modèles  dans  l'art  de  raisonner;  d'ailleurs  on  en  fera  un 
jour,  peut-être,  des  applications  importantes.  Tout  se  tient  dans  la 
chaîne  des  vérités,  et  quelquefois  un  seul  phénomène  a  suffi  pour  faire 
passer  les  plus  inutiles  en  apparence,  de  notre  entendement,  dans  la 
nature.  Rien  ne  semblait  plus  futile  que  les  spéculations  des  anciens 
géomètres  sur  les  courbes  qu'engendre  la  section  de  la  surface  du  cône 
par  un  plan  :  après  deux  mille  ans,  elles  ont  fait  découvrir  à  Kepler  les 
lois  générales  du  système  planétaire,  dont  les  différents  corps  se 
meuvent  dans  ces  courbes  ('). 

(  ')  Depuis  la  première  publicalion  do  ces  Leçons,  M.  Gaiiss,  célèbre  géomètre,  a  réalisé 
celle  prédiclion,  et,  par  une  application  extrêmement  ingénieuse  do  la  théorie  des  nombres, 
il  est  parvenu  à  des  résultais  intéressants,  entièrement  nouveaux,  sur  la  résolution  des 
équations  et  sur  l'inscription  dos  polygones  réguliers  dans  le  cercle.  {Note  de  l' Auteur.) 


DONNÉES  A  L'ÉCOLE  NORMALE  EN  1795.  33 


TROISIÈME    SEANCE. 

SLR  l'algèbre;  des  premières  opérations  de  l'algèbre; 

DES    puissances    ET    DES    EXPOSANTS. 


La  considération  des  nombres,  indépendamment  de  leur  valeur  ot  de 
tout  système  de  numération,  a  donné  naissance  à  rArithméfique  uni- 
verselle, que  l'on  a  désignée  sous  le  nom  (V Algèbre.  Pour  rendre  cette 
filiation  sensible,  supposons  que  l'on  se  soit  proposé  de  partager  le 
nombre  treize  en  deux  parties  telles  que  la  première  surpasse  de  cinq 
la  seconde;  on  aura  pu  raisonner  ainsi  :  puisque  la  seconde  partie  est 
égale  à  la  première  diminuée  de  cinq,  les  deux  parties  réunies  sont 
égales  au  double  de  la  première,  moins  cinq;  mais  la  somme  de  ces 
parties  est  égale  à  treize;  en  retranchant  donc  cinq  du  double  de  la 
première,  on  aura  treize  et,  par  conséquent,  la  première,  prise  deux 
fois,  est  égale  à  treize  plus  cinq,  ou  à  dix-huit;  cette  partie  est  donc 
égale  à  neuf,  et  la  seconde  est  égale  à  quatre. 

En  considérant  d'autres  nombres  que  treize  et  cinq,  on  trouve,  par 
le  même  raisonnement,  les  deux  parties  demandées;  mais,  pour  ne  pas 
le  recommencer  chaque  fois  que  l'on  considère  de  nouveaux  nombres, 
on  a  cherché  à  exprimer  le  résultat  final,  d'une  manière  indépendante 
de  leur  valeur.  Pour  cela,  on  a  représenté  les  deux  nombres  par  des 
caractères  généraux,  et  les  plus  simples,  pour  nous,  sont  les  lettres  de 
l'alphabet.  Soient  donc  a  le  plus  grand  de  ces  nombres  et  b  le  plus 
petit;  en  appliquant  à  ces  deux  caractères  le  raisonnement  que  nous 
venons  de  faire  sur  les  deux  nombres  treize  et  cinq,  on  trouve  aisément 
que  la  première  partie  demandée  est  égale  à  la  moitié  de  la  somme  des 
deux  nombres  a  et  h. 

Pour  exprimer  cette  somme,  ou,  ce  (jui  revient  au  même,  pour  indi- 

OEufics  ,1e  /..  —  XIV.  5 


3i  LEÇONS   DE  MATHÉMATIQUES 

quer  l'aiUlilioa  du  nombre  b  au  nombre  a,  on  se  sert  du  signe  -t-,  dont 
on  fait  précéder  le  nombre  que  l'on  veut  ajouter;  ainsi  a  H-  6  exprime 
la  somme  des  deux  nombres  a  et  h. 

Nous  avons  dit,  en  parlant  des  fractions,  qu'une  barre  horizontale, 
au-dessus  et  au-dessous  de  laquelle  on  écrit  deux  nombres,  indique  la 

division  du  nombre  supérieur  par  l'inférieur;  exprime  donc  la 

moitié  de  la  somme  des  deux  nombres  a  et  Z»;  cette  quantité  est,  par 
conséquent,  l'expression  générale  de  la  première  partie  demandée; 
quelles  que  soient  les  valeurs  numériques  que  l'on  assigne  aux  lettres  a 
et  b,  il  ne  s'agit  que  de  les  substituer  dans  cette  expression,  pour  avoir 
cette  partie. 

Ces  formules  ou  expressions  générales,  dont  la  précédente  n'est 
qu'un  exemple  très  simple,  sont  un  des  plus  grands  avantages  de  l'Al- 
gèbre, parce  que,  toutes  les  fois  qu'un  problème  rentre  dans  ces  for- 
mules, il  est  sur-le-champ  résolu,  et  l'on  n'a  pas  besoin  de  recommencer 
les  raisonnements,  souvent  très  compliqués,  qui  les  ont  fait  découvrir. 
Il  importe  donc  extrêmement  d'étendre  et  de  multiplier  les  méthodes 
et  les  formules  générales,  afin  qu'elles  puissent  embrasser  tous  les  cas 
qui  se  présentent  dans  les  applications  de  l'Analyse.  Mais,  dans  les 
sciences,  comme  dans  les  arts,  le  besoin  est  le  premier  et  le  principal 
inventeur;  et  c'est  surtout  aux  besoins  de  la  Physique  céleste  que 
l'Analyse,  la  Mécanique  et  l'Optique  sont  redevables  de  leurs  progrès. 

Les  formules  générales  de  l'Analyse  sont  maintenant  très  multipliées; 
mais  elles  sont  éparses  dans  un  grand  nombre  d'Ouvrages  qu'il  est 
souvent  difficile  de  consulter.  Le  besoin  d'un  Ouvrage  qui  les  rassem- 
blerait toutes  se  fait  sentir  à  chaque  instant  aux  analystes. 

Un  second  avantage  de  l'Algèbre,  avantage  qu'elle  doit  à  la  simplicité 
de  son  langage,  est  de  faire  apercevoir  très  facilement  les  rapports  des 
objets.  Le  résultat  que  nous  venons  de  trouver  en  fournit  un  exemple. 
On  peut  l'exprimer  ainsi  :  Le  plus  friand  des  deux  nombres  cherchés  est 
égal  à  la  moitié  de  leur  somme,  plus  à  la  moitié  de  leur  différence.  Cette 
égalité,  ainsi  exi)rimée,  exige  une  attention  assez  grande  pour  paraître 
évidente;  mais  élant  traduite  en    langage  algébrique,   son  évidence 
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devient  sensible.  En  effet,  soient  m  le  plus  i^rand  des  deux  nombres  et  n 
le  plus  petit,  leur  somme  sera  m-{-n.  Pour  indiquer  leur  diU'érenee, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  iiidi(juer  la  soustraction  de  n  du 
nombre /?2,  on  se  sert  du  signe  —,  dont  on  fait  précéder  le  nombre  h 
soustraire;  ainsi  m  —  n  est  l'excès  de  m  sur  n.  La  proposition  que  nous 
venons  d'énoncer  consiste  donc  en  ce  que  m  est  égal  à  la  moitié 
de  m-h  n,  plus  à  la  moitié  de  m  —  n.  Pour  indiquer  l'égalité,  on  se  sert 
du  signe  =  placé  entre  les  deux  quantités  que  l'on  égale  entre  elles; 
on  a  donc 


J'observerai  ici  qu'en  inclinant  l'une  vers  l'autre  les  deux  lignes  pa- 
rallèles du  signe  =,  on  forme  le  signe  <[,  qui  sert  à  indiquer  que  la 
quantité  placée  vers  la  pointe  est  plus  petite  que  la  quantité  placée 
vers  l'ouverture;  ainsi  a'^  b  exprime  que  a  est  plus  grand  que  h. 

On  nomme  équation  toute  égalité  exprimée  algébriquement;  les  deux 
membres  de  l'équation  sont  les  quantités  séparées  par  le  signe  =. 

L'équation  précédente  est  la  traduction  analytique  de  la  proposition 
énoncée,  et,  dans  cette  traduction,  la  vérité  de  la  proposition  se  mani- 
feste avec  évidence;  car  si  dans  le  second  membre  on  ajoute  les  numé- 
rateurs des  deux  fractions  qui  ont  le  même  dénominateur,  et  si  l'on 
observe  que  -f- «  et  —  «  se  détruisent,  puisque  l'on  retranche  ce  que 
l'on  ajoute,  on  aura 

ce  qui  est  évident. 

Non  seulement  l'Algèbre  donne  la  facilité  de  saisir  les  rapports  des 
objets,  mais  elle  réduit  les  raisonnements  à  des  opérations  en  quelque 
sorte  mécaniques.  Reprenons  le  problème  que  nous  nous  sommes  pro- 
posé d'abord.  En  nommant  x  la  première  partie,  x  —  h  sera  la  seconde  ; 
la  somme  de  ces  deux  parties  sera  '±x  —  h;  mais  cette  somme  est  a, 

on  a  conséquemment 

2x  —  Il  ^  a; 

l'égalité   ne  sera  point  troublée,  si  l'on  ajoute  à  (Iiaciue  membi'e  le 
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nombre  h,  et  alors  on  a 

2x  -^  b  —  b  ziza  -\-  b, 

ou  simplement 

IX  =z  a  -h  b, 

équation  qui  n'est  que  la  première,  dans  laquelle  la  quantité  —bu 
passé  d'un  membre  dans  l'autre,  en  changeant  seulement  de  signe.  On 
voit,  par  le  même  raisonnement,  que  l'on  peut  faire  passer  générale- 
ment une  quantité  d'un  membre  dans  l'autre,  en  l'effaçant  dans  le 
membre  où  elle  se  trouve,  et  en  l'écrivant  dans  l'autre  avec  un  signe 
contraire. 

On  peut  encore  multiplier  ou  diviser  les  deux  membres  d'une  équa- 
tion, par  un  même  nombre,  sans  troubler  l'égalité;  en  divisant  donc 
par  2  les  deux  membres  de  la  dernière  équation,  on  aura 

a  n-  b 

De  là  résulte  cette  règle  générale  pour  résoudre  les  équations  du 
premier  degré  à  une  seule  inconnue  (on  nomme  ainsi  les  équations 
dans  lesquelles  l'inconnue  n'est  élevée  qu'à  la  première  puissance)  : 

Faites  passer  toutes  les  quantités  connues  dans  un  seul  membre,  et 
toutes  les  quantités  affectées  de  l'inconnue  dans  l'autre  membre;  divisez 
ensuite  le  membre  composé  des  quantités  connues,  par  la  quantité  totale 
qui  multiplie  l'inconnue  dans  l'autre  membre;  le  quotient  sera  la  valeur 
de  l'inconnue. 

Il  importe,  dans  l'enseignement,  d'exercer  les  élèves  dans  l'art  de 
mettre  les  problèmes  en  équations;  pour  cela  il  faut  leur  proposer  un 
grand  nombre  de  questions  délicates,  qui  demandent  une  attention 
soutenue  et  des  considérations  fines,  pour  en  traduire  les  conditions  en 
langage  algébrique  ;  ainsi  les  élèves  contractent  l'habitude  d'envisager 
les  objets  sous  toutes  leurs  faces;  ils  apprennent  à  se  défier  des  pre- 
miers aperçus  souvent  trompeurs,  car  le  résultat  du  calcul  redresse 
toujours  les  erreurs  de  ce  genre. 

Ce  sont  principalement  les  problèmes  qui  dépendent  de  plusieurs 
inconnues,  dont  la  traduction  algébrique  est  difficile;  on  est  alors 
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conduit  à  plusieurs  équations  entre  ces  inconnues.  Si  toutes  ces  équa- 
tions sont  du  premier  degré,  c'est-à-dire  si  chaque  inconnue  n'y  est 
élevée  qu'à  la  première  puissance,  et  n'est  pas  multipliée  par  les  autres, 
on  prend,  dans  l'une  de  ces  équations,  ja  valeur  d'une  des  inconnues, 
comme  si  toutes  les  autres  étaient  connues;  on  substitue  cette  valeur 
dans  les  autres  équations,  et  l'on  a  ainsi  une  é([ualion  et  une  inconnue 
de  moins;  en  continuant  d'opérer  de  cette  manière,  on  parvient  à  une 
équation  qui  ne  renferme  qu'une  inconnue;  on  en  tire  la  valeur,  qui 
donne,  en  revenant  sur  ses  pas,  les  valeurs  de  toutes  les  autres  incon- 
nues; mais  ces  diverses  substitutions  exigent  que  l'on  sache  ajouter, 
soustraire,  multiplier  et  diviser  les  quantités  algébriques.  Nous  allons 
indi(juer  les  règles  de  ces  diverses  opérations. 

Pour  ajouter  ensemble  plusieurs  quantités  algébriques,  il  suffit  do  les 
écrire  les  unes  à  la  suite  des  autres  avec  leurs  signes,  en  observant  que 
les  quantités  qui  n'ont  point  de  signe  sont  censées  avoir  le  signe  +; 
on  réduit  ensuite  en  un  seul  terme  tous  les  termes  semblables,  c'est- 
à-dire  ceux  qui  ne  diffèrent  que  par  leurs  coefficients  numériques.  Pour 
cela,  on  fait  une  somme  de  tous  les  coefficients  positifs,  une  autre 
somme  de  tous  les  coefficients  négatifs;  on  retranche  la  plus  grande 
somme  de  la  plus  petite,  abstraction  faite  du  signe,  et  l'on  donne  à  la 
différence  le  signe  de  la  plus  grande  somme. 

Pour  soustraire  une  quantité  algébrique  d'une  autre  on  écrit,  à  la 
suite  de  la  quantité  dont  on  soustrait,  la  quantité  à  soustraire,  en 
changeant  les  signes  de  tous  ses  termes;  ensuite  on  fait  la  réduction. 
Cette  règle  est  évidente  quand  le  nombre  à  soustraire  a  le  signe  -h; 
supposons  qu'il  ait  le  signe  —,  et  que  l'on  se  propose,  par  exemple, 
de  soustraire  —  l>Ae  a;  je  dis  que  le  résultat  de  l'opération  est  a  -+-  b. 
En  effet,  le  nombre  a  égale  a  -\-b  —  b;  en  retrancher  —  b,  sous  cette 
forme,  c'est  évidemment  effacer  —  b,  et  alors  il  reste  a  -\-  b. 

Quand  on  ne  veut  qu'indiquer  une  multiplication,  on  se  sert  du 
signe  X,  ou  simplement  du  point  que  l'on  place  entre  le  multiplicande 
et  le  multiplicateur.  Si  les  deux  quantités  que  l'on  multiplie  sont  com- 
plexes, c'cst-à-dirc  composées  de  plusieurs  termes,  on  les  renferme 
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chacune  cuire  deux  parenthèses,  ou  l'on  prolonge  une  barre  horizontale 
au-dessus;  ainsi,  pour  indiquer  le  produit  de  a  -\-  h  par  c  —  cl,  on  écrit 


(  ff  4-  i  )  X  (  c  —  d)     ou     a  -i-  il  >^  c  —  d. 

Lorsqu'on  multiplie  une  lettre  plusieurs  fois  par  elle-même,  on  la 
répète  autant  de  fois  qu'elle  doit  être  ainsi  multipliée,  ou,  pour  abré- 
ger, on  ne  l'écrit  qu'une  seule  fois,  en  plaçant  vers  le  haut  le  nombre 
de  fois  que  cette  lettre  était  écrite;  ce  nombre  est  ce  que  l'on  nomme 
exposant. 

Pour  effectuer  la  multiplication,  si  le  multiplicande  et  le  multiplica- 
teur ne  renferment  qu'un  terme,  on  multiplie  leurs  coefficients  numé- 
riques, on  ajoute  les  exposants  des  lettres  semblables,  en  observant 
que  toute  quantité  qui  n'a  point  d'exposant  est  censée  avoir  l'unité  pour 
exposant;  enfin,  on  écrit  à  la  suite  les  unes  des  autres  les  lettres  dis- 
semblables. 

Quant  au  signe  du  produit,  il  doit  être  positif,  si  les  signes  du  mul- 
tiplicande et  du  multiplicateur  sont  les  mêmes;  s'ils  sont  différents,  le 
signe  du  produit  doit  être  négatif.  Cette  règle  présente  quelques  diffi- 
cultés; on  a  de  la  peine  à  concevoir  que  le  produit  de  —  a  par  —  b 
soit  le  même  que  celui  de  a  par  h.  Pour  rendre  cette  identité  sensible, 
nous  observerons  que  le  produit  de  —  a  par  -f-  b  est  —  ab,  puisque  ce 
produit  n'est  que  —  a  répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  b. 
Nous  observerons  ensuite  que  le  produit  de  —  a  par  +  b  —  b  est  nul, 
puisque  le  multiplicateur  est  nul;  ainsi,  le  produit  de  —a  par  +  6 
étant  —  ab,  le  produit  de  — a  par  —  b  doit  être  d'un  signe  contraire, 
ou  égal  à  -1-  ab,  pour  le  détruire. 

Si  le  multiplicande  et  le  multiplicateur  sont  complexes,  on  multiplie 
chaque  terme  du  multiplicande  par  chaque  terme  du  multiplicateur,  on 
ajoute  tous  ces  produits  et  l'on  tait  la  réduction. 

Quant  à  la  division,  si  le  dividende  et  le  diviseur  ne  renferment 
(ju'un  seul  terme,  on  divise  le  coefficient  numérique  du  dividende  par 
celui  du  diviseur;  on  retranche  l'exposant  des  lettres  du  diviseur  de 
l'exposant  des  lettres  semblables  du  dividende,  et  s'il  y  a  dans  le  divi- 
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seur  des  lettres  qui  ne  soient  pas  dans  le  dividende,  on  ne  fait  qu'indi- 
quer la  division  par  ces  lettres;  enfin  on  donne  au  quotient  le  signe  -f- 
ou  le  signe  —,  suivant  que  les  signes  du  dividende  e(  du  diviseur  sont 
les  mêmes  ou  contraires.  Tout  cela  résulte  de  ce  (|ue  le  produit  du 
quotient  par  le  diviseur  est  égal  au  dividende. 

Ici  l'analogie  conduit  à  une  remarque  importante.  Si  l'exposant  d'une 
lettre  commune  au  dividende  et  au  diviseur  est  plus  grand  dans  le 
diviseur  que  dans  le  dividende,  alors,  en  donnant  h  la  lettre  dans  le 
quotient  un  exposant  égal  à  celui  du  dividende  moins  l'exposant  du 
diviseur,  ce  nouvel  exposant  est  négatif;  ainsi,  a-  divisé  par  «' donne  «"' 

pour  quotient;  mais  cr,  divisé  par  a'^,  est  —,  ou  —,  ;  on  a  donc 

11  '  1  a""  n' 


On  voit  ainsi  qu'une  puissance  négative  n'est  que  l'unité  divisée  par 
la  même  puissance  prise  positivement.  Cette  manière  d'exprimer  les 
divisions  de  l'unité  par  les  puissances  est  du  plus  grand  usage  dans 
l'Analyse. 

Si  l'on  avait  à  diviser  a'  par  a^  le  quotient,  suivant  la  règle  géné- 
rale, serait  a",  mais  ce  quotient  est  évidemment  l'unité;  ainsi,  toute 
quantité  élevée  à  la  puissance  zéro  remplace  l'unité. 

Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  complexes,  on  ordonne  l'un  et 
l'autre  par  rapport  aux  puissances  d'une  même  lettre,  en  écrivant  les 
premiers,  les  termes  dans  lesquels  cette  lettre  a  le  plus  grand  ou  le  plus 
petit  exposant;  ensuite  la  division  se  fait  comme  celle  des  nombres  :  on 
divise  le  premier  terme  du  dividende  par  celui  du  diviseur,  et  l'on  a  le 
premier  terme  du  quotient,  (juc  l'on  multiplie  par  le  diviseur,  pour 
retrancher  le  produit  du  dividende.  La  différence  forme  le  second  divi- 
dende partiel,  qui,  divisé  pareillement  par  le  diviseur,  donne  le  second 
terme  du  quotient,  et  ainsi  de  suite. 

Quand  la  division  n'est  pas  exactement  possible,  on  peut  réduire  le 
quotient  dans  une  suite  infinie,  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  ou  décroissantes  d'une  des  lettres  du  dividende  et  du  divi- 
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seur:  ainsi,  l'unité  divisée  par  i  —  x  donne  la  suite  infinie 

I  4-  a;  +  a?"  -t-  j;-^  H-  .  .  .  . 

Cette  opération  est  analogue  à  celle  par  laquelle  on  réduit  une  frac- 
tion ordinaire  en  décimales,  au  moyen  du  zéro  que  l'on  ajoute  après  la 
virgule,  dans  son  numérateur;  car  il  est  visible  que  les  nombres  déci- 
maux sont  des  suites  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  successives 
d'un  dixième.  La  réduction  des  fractions  algébriques  en  suites  infinies 
paraît  bien  simple;  elle  fait  cependant  époque  dans  l'histoire  de  l'Ana- 
lyse, comme  ayant  donné  la  première  suite  pour  la  (juadrature  des 
courbes. 

On  ajoute,  on  soustrait,  on  multiplie  et  l'on  divise  les  fractions  algé- 
briques; on  les  réduit  à  leur  moindre  expression,  exactement  comme 
les  fractions  numériques. 

La  formation  des  puissances  et  l'extraction  des  racines  se  font  encore 
de  la  même  manière  en  Algèbre  qu'en  Arithmétique,  mais  on  peut 
considérablement  abréger  ces  opérations  par  la  formule  suivante  : 

Concevez  la  quantité  décomposée  en  deux  parties;  soient  a  et  h  ces 
deux  parties,  et  n  la  puissance  à  laquelle  leur  somme  doit  être  élevée, 
on  a 

(rt  -f-  i)"—  «■'  +  na"--^b  H ^ •  a"--h-  -\ ^ —.- ■  «"-'i'-i-.  .  .  . 

1.2  1.2.3 

La  loi  des  termes  est  évidente.  Cette  formule  est  ce  que  l'on  nomme 
formule  du  binôme,  dont  Newton  est  l'inventeur.  Ce  qu'elle  offre  de 
remarquable  c'est  qu'elle  s'étend  également  aux  puissances  positives, 
négatives,  entières  et  fractionnaires,  en  sorte  qu'elle  a  généralement 
lieu,  quelle  que  soit  la  valeur  de  /;;  c'est  ce  qui  la  rend  d'un  si  grand 
usage  dans  toute  l'Analyse;  il  faut  donc  s'attacher  dans  l'enseignement 
à  la  démontrer  et  à  développer  les  applications  que  l'on  peut  en  faire. 
Lorsqu'on  en  fait  usage  pour  l'extraction  des  racines,  n  devient  un 
nombre  fractionnaire,  et  alors  on  prend  la  première  partie  a  du  binôme, 
plus  grande  que  h,  et  telle  que  l'on  puisse  en  extraire  la  racine  proposée. 

Je  dois  ici  vous  présenter  deux  observations  sur  la  manière  dont  il 
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paraît  que  Newton  parvint  à  cette  formule.  Il  observa  d'abord  la  loi  des 
coefficients  numériques  des  puissances  du  binôme  dans  le  carré,  le 
cube,  la  quatrième  puissance,  etc.,  et  bientôt  la  loi  générale  se  mani- 
festa. Cette  manière  de  s'élever  aux  lois  générales,  par  la  considération 
des  cas  particuliers,  se  nomme  induction.  Elle  est  la  source  de  presque 
toutes  les  découvertes  dans  l'Analyse  et  dans  la  nature  dont  tous  les 
phénomènes  sont,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  les  résultats  mathéma- 
tiques d'un  petit  nombre  de  lois  invariables;  ainsi,  la  marche  de  Newton 
dans  la  découverte  de  la  gravitation  universelle  a  été  exactement  la 
même  que  dans  celle  de  la  formule  du  binôme.  Mais,  dans  cette  méthode 
d'induction,  il  faut  éviter  de  généraliser  trop  promptement,  car  il  arrive 
quelquefois  qu'une  loi  qui  se  soutient  dans  un  grand  nombre  de  cas 
est  démentie  par  les  cas  suivants.  La  méthode  d'induction,  quoique 
excellente  pour  découvrir  les  vérités  générales,  ne  doit  donc  pas  dis- 
penser de  les  démontrer  avec  rigueur. 

Newton  étendit  ensuite  aux  puissances  fractionnaires  et  négatives 
l'expression  analytique  (pi'il  avait  trouvée  dans  les  puissances  entières 
et  positives.  Vous  voyez  dans  cette  extension  un  des  grands  avantages 
du  langage  algébrique,  qui  exprime  des  vérités  beaucoup  plus  générales 
que  celles  que  l'on  voulait  lui  faire  exprimer;  en  sorte  qu'en  lui  don- 
nant toute  l'étendue  qui  lui  convient,  on  voit  sortir  une  foule  de  vérités 
nouvelles,  de  formules  qui  n'avaient  été  trouvées  que  par  des  supposi- 
tions particulières.  On  fut  d'abord  très  réservé  à  admettre  ces  consé- 
quences générales  que  fournissent  les  formules  analytiques;  mais  un 
grand  nombre  d'exemples  les  ayant  justifiées,  on  s'abandonne  aujour- 
d'hui, sans  crainte,  à  l'Analyse  et  à  toutes  les  conséquences  qu'elle 
nous  présente,  et  les  plus  lieureuses  découvertes  ont  été  le  fruit  de 
cette  hardiesse.  Observons  cependant  qu'il  y  a  quelques  précautions  à 
prendre  pour  éviter  de  donner  aux  formules  plus  de  généralité  qu'elles 
n'en  comportent,  et  qu'il  est  toujours  bon  de  démontrer  en  rigueur  les 
résultats  que  l'on  obtient. 

Quand  on  ne  veut  qu'indiquer  une  extraction  de  racine,  on  se  sert 
du  signe  \J    sous  lequel  on  renferme  la  quantité  proposée;  ce  radical. 

OEmres  de  L.  —  XIV.  6 
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par  lui-même,  n'indique  qu'une  racine  carrée;  mais  pour  lui  faire  indi- 
quer une  racine  cubique  ou  une  racine  quatrième,  etc.,  on  écrit  au- 
dessus  les  nombres  3,  4,  •  •  ■  ;  ainsi  \ja  +  b  indique  la  racine  cubique 
de  «  -+-  6.  Ce  signe  et  les  précédents  forment,  avec  les  lettres  de  l'alpha- 
bet, les  éléments  de  la  langue  algébrique,  qui,  comme  l'on  voit,  est 
aussi  simple  qu'elle  est  générale.  On  verra  par  la  suite  de  nouvelles 
manières  d'envisager  les  grandeurs,  introduire  encore  quelques  nou- 
veaux signes  dans  l'Analyse. 
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QUATRIEME   SEANCE, 

suit    I.A    TlIÉOnil!    DES    ÉQUATIONS. 


Après  avoir  exposé,  dans  la  précédente  Leçon,  les  éléments  du  lan- 
gage algébrique,  je  reviens  à  la  théorie  des  équations.  J'ai  indiqué  la 
méthode  de  résoudre  les  équations  du  premier  degré,  méthode  que  l'on 
est  parvenu  à  simplifier,  en  déterminant  directement  la  valeur  de  chaque 
inconnue,  au  moyen  des  quantités  connues  de  ces  équations.  La  consi- 
dération des  carrés  des  nombres  a  conduit  aux  équations  du  second 
degré.  On  appelle  ainsi  les  équations  dans  lesquelles  l'inconnue  est 
élevée  à  sa  deuxième  puissance. 

Supposons  que  l'on  se  propose  de  trouver  un  nombre  tel  que,  si  de 
trois  fois  ce  nombre  on  retranche  son  carré,  le  reste  soit  égal  à  2.  En 
nommant  a;  ce  nombre,  3x  en  fera  le  triple,  et  son  carré  sera  x-;  leur 
différence  sera  donc  3x  —  x-  ;  ainsi  l'on  aura  l'équation 

C'est  la  traduction  algébrique  de  la  question  proposée;  il  s'agit  ircu 
tirer  la  valeur  de  l'inconnue. 

Pour  cela,  on  commence  par  rendre  le  carré  de  l'inconnue  positif. 

ce  que  l'on  fait  en  multipliant  tous  les  termes  de  l'équation  par  —  i ,  et 

alors  on  a 

ic^ —  Sa-  =  —  2. 

Si,  par  l'addition  d'un  terme  connu  à  chaque  membre  de  l'équation, 
on  parvenait;!  rendre  le  premier  membre  un  carré  parfiiil,  il  est  clair 
qu'en  extrayant  la  racine  carrée  de  chaque  membre,  l'équation  s'abais- 
serait au  premier  degré;  or,  on  sait  que  le  carré  d'un  binôme  est  égal 
au  carré  du  premier  ternie,  plus  au  double  du  produit  du  premier 
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terme  par  le  second,  plus  au  carré  du  second;  en  considérant  donc  x 
comme  le  premier  terme  du  binôme,  et  —  3x  comme  étant  égal  au 
produit  de  a?  par  le  double  du  second,  —  |  sera  ce  second  terme;  il 
suffit  donc  d'ajouter  son  carré  ou  |  au  premier  membre  de  l'équation 
précédente,  pour  le  rendre  un  carré  parfait.  Cette  équation  devient  ainsi 


3 
X  ■ 


En  extrayant  la  racine  carrée  de  chaque  membre,  on  a 


l  =  \/î 


Mais  on  doit  faire  ici  une  observation  importante.  La  racine  carrée 
d'un  nombre  peut  être  également  affectée  du  signe  +  ou  du  signe  —  ; 
car  le  carré  de  — a  est  le  même  que  celui  de  +  a;  ainsi,  en  extrayant 
la  racine  carrée  de  chaque  membre  de  l'équation  précédente,  le  signe 
radical  peut  être  indillereniment  affecté  de  l'un  ou  l'autre  de  ces  signes, 
et  rien  n'indique  lequel  doit  être  employé.  Pour  exprimer  cette  double 
signification  du  radical,  on  le  foit  précéder  du  double  signe  dr.  On  a 
ainsi 

d'où  l'on  tire 


On  a  donc  pour  x  les  deux  valeurs  x  =  2  el  x  ^=  i ,  suivant  que  l'on 
prend  le  signe  +  ou  le  signe  —,  et  il  est  visible  que  chacune  de  ces 
valeurs  satisfait  également  à  la  question  proposée.  Ces  valeurs  ont  été 
nommées  racines  de  l'équation. 

Vous  voyez  par  là  que  les  équations  du  deuxième  degré  ont  un  carac- 
tère très  distinct  de  celles  du  premier  degré,  dans  lesquelles  l'inconnue 
n'est  susceptible  que  d'une  seule  valeur,  et  vous  pouvez  déjà  en  con- 
clure que,  dans  les  équations  du  troisième  degré  et  des  degrés  supé- 
rieurs, où  l'inconnue  est  élevée  à  la  troisième  puissance,  et  à  des  puis- 
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sances  plus  élcvéos,  l'incoiiinie  a  autant  de  valeurs  qu'il  y  a  d'unités 
dans  l'exposant  de  sa  plus  haute  puissance. 

Si,  dans  la  question  p-roposée,  la  différence  3x  —  x-,  au  lieu  d'être 
égale  à  2,  était  supposée  égale  à  3,  on  aurait 


=h\/r 


^  ^  3  _^  y/-  3 


La  quantité  y—  3  est  impossible;  car  un  nombre  réel,  positif  ou  né- 
gatif, ne  peut  avoir  pour  carré  un  nombre  négatif;  le  problème  qui 
conduit  à  ces  valeurs  est  donc  impossible.  Ces  valeurs  se  nomment 
imaginaires  ;  on  peut  les  mettre  sous  la  forme  d'une  quantité  réelle 
augmentée  ou  diminuée  d'une  autre  quantité  réelle  multipliée  par  sj  —  1  ; 
ainsi  les  deux  valeurs  précédentes  de  x  peuvent  être  mises  sous  cette 
forme,  \±  sl\-\l-~  i,  ot  l'on  voit  qu'à  cause  du  double  signe  ±,  dont 
le  radical  v^—i  doit  être  affecté,  la  racine  imaginaire  est  double;  en 
sorte  que  les  racines  d'une  équation  du  deuxième  degré  sont,  ou  toutes 
deux  réelles,  ou  toutes  deux  imaginaires. 

Quoique  les  quantités  imaginaires  soient  impossibles,  cependant 
leur  considération  est  du  plus  grand  usage  dans  l'Analyse.  Souvent  les 
grandeurs  réelles  se  présentent  sous  la  forme  de  plusieurs  imaginaires, 
dans  lesquelles  tout  ce  qu'il  y  a  d'imaginaire  se  détruit  mutuellement, 
quoiqu'il  soit  difficile  de  le  reconnaître  à  l'inspection  des  formules.  On 
verra  bientôt  que  l'expression  des  racines  des  équations  du  troisième 
degré  est  dans  ce  cas,  lorsque  toutes  les  racines  sont  réelles;  d'ailleurs, 
la  comparaison  des  grandeurs  réelles  entre  elles,  et  des  imaginaires 
avec  les  imaginaires,  est  un  moyen  fécond  de  l'Analyse,  pour  déter- 
miner les  grandeurs. 

Proposons-nous  encore  le  problème  suivant  : 

Deux  lumières,  ihml  l'une  est  quatre  fois  plus  intense  que  l'autre,  étant 
séparées  par  un  intervalle  de  trois  pieds,  déterminer,  sur  la  droite  qui  les 
joint,  le  point  quelles  éclairent  également. 

Si  l'on  nomme  j:  la  distance  de  la  plus  faible  lumière  à  ce  point,  cette 
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distance  étant  supposée  dirigée  vers  la  plus  forte  lumière,  Z  —  x  sera 
la  distance  de  la  plus  forte  lumière  au  même  point;  or,  on  sait  que  la 
force  de  la  lumière  décroît  en  raison  du  carré  de  la  distance,  en  sorte 
q„c  _L  sera  la  force  de  la  plus  petite  lumière,  à  la  distance  x,  et 

— ;  sera  la  force  de  la  plus  grande,  à  la  distance  3  —  x;  ainsi,  ces 

(3       a;)- 

forccs  devant  être  égales  par  la  condition  du  problème,  on  a 


fi 


ce  qui  donne,  après  les  réductions  convenables, 

a;'''  -f-  2  a-  =:  3  ; 
d'où  l'on  tire 

X  ^  —  I  ±  2. 

Les  deux  valeurs  de  x  sont  donc  a;  =  i  et  a?  =  —  3.  La  première 
apprend  que  le  point  également  éclairé  par  les  deux  lumières,  et  placé 
entre  elles,  est  à  i  pied  de  distance  de  la  plus  faible.  La  seconde  valeur 
est  négative;  elle  montre  ce  que  l'on  pouvait  ignorer  d'abord,  savoir 
qu'il  existe  un  second  point  également  éclairé  parles  lumières,  et  placé 
à  3  pieds  de  distance  de  la  plus  faible,  mais  en  sens  contraire  du  pre- 
mier, c'est-à-dire  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  lumières,  prolongée 
du  côté  opposé  h  la  plus  forte.  En  effet,  il  est  visible  que  ce  point  étant 
à  3  pieds  de  distance  de  la  plus  faible  lumière,  et  à  6  pieds  de  distance 
de  l'autre,  il  est  également  éclairé  par  les  deux  lumières.  Vous  voyez 
par  là  que  les  valeurs  négatives  satisfont,  comme  les  positives,  aux  pro- 
blèmes; mais  elles  doivent  être  prises  dans  un  sens  opposé  à  celui  des 
valeurs  que  l'on  considère  comme  positives.  Ces  solutions  inattendues 
nous  prouvent  la  richesse  de  la  langue  algébrique,  à  la  généralité  de 
laquelle  rien  n'échappe,  quand  on  la  sait  bien  lire. 

Élevons-nous  maintenant  à  la  considération  de  l'équation  la  plus  gé- 
nérale du  deuxième  degré.  Quelle  que  soit  cette  équation,  en  transpo- 
sant tous  ses  termes  dans  un  seul  membre,  et  en  la  divisant  par  le 
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coefficient  du  carré  do  rinconnuo,  on  peut  lui  donner  celte  forme, 

P  et  y  étant  des  quantités  quelconques  positives  ou  négatives.  Le  pre- 
mier membre  de  cette  équation  devient  le  carré  de  ic  +  ^^,  en  lui 
ajoutant  \p-;  on  a  donc 

d'où  l'on  tire 


\/v'- 


Telle  est  la  forme  générale  des  racines  des  équations  du  deuxième 
degré,  et  vous  voyez  que  ces  racines  ne  peuvent  être  imaginaires  que 
dans  le  cas  où  q  est  positif,  et  plus  grand  que  {p-. 

En  examinant  avec  attention  la  raison  pour  laquelle  l'équation  du 
deuxième  degré  est  susceptible  de  deux  valeurs  que  nous  désignerons 
par  a  et  b,  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  quantité  x'^  -+■  px  +  q  est 
le  produit  des  deux  x  —  a  ci  x  —  h,  et  qu'ainsi  l'équation  du  deuxième 
degré  peut  être  mise  sous  la  forme 

{x  —  a){x  —  l>)=o. 

Alors  il  est  visible  que  cette  équation  est  également  satisfaite  par  la 
supposition  de  a;  =  a  et  par  celle  de  x  =  b.  Cette  manière  d'envisager 
les  équations  du  deuxième  degré,  étendue  aux  équations  d'un  degré 
quelconque,  est  la  clef  de  toute  la  théorie  des  équations;  il  importe 
donc  de  la  développer  et  d'en  faire  sortir  les  principaux  résultats  de 
cette  théorie. 

Je  ne  puis  ici  'que  tracer  la  route,  en  indiquant  les  vérités  les  plus 
remarquables,  et  en  vous  laissant  le  soin  de  rétablir  les  vérités  intermé- 
diaires et  les  démonstrations  que  je  suis  forcé  de  supprimer.  J'exhorte 
ceux  qui  veulent  approfondir  ces  matières  à  se  réunir  de  temps  en 
temps  pour  cet  objet.  Je  me  ferai  un  devoir  d'assister,  le  plus  souvent 
qu'il  me  sera  possible,  à  ces  conférences,  heureux  d'être  utile  à  ceux 
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d'entre  vous  que  leur  goût  et  leurs  talents  appellent  à  répandre  les 
sciences  mathématiques  et  à  reculer  leurs  bornes. 
Considérons  généralement  l'équation 

^"  +  />j;"~'+  7J;"--4-  rx"-^  +  . .  .H-  A  =0. 

Soient  a,  b,  c,  d,  ...  ses /i  racines;  le  premier  membre  sera  le  produit 

des  n  facteurs  x  —  a,  x  —  h,  x  —  c,  x  —  d, En  formant  ce  produit 

on  trouve  :  i°  que  le  coefficient  p  est  égal  à  la  somme  des  racines, 
prise  avec  le  signe  —  ;  2°  que  le  coefficient  q  est  égal  à  la  somme  des 
produits  deux  à  deux  des  mêmes  racines;  3"  que  le  coefficient  r  est 
égal  à  la  somme  des  produits  trois  à  trois  des  mêmes  racines,  prise 
avec  le  signe  —,  et  ainsi  de  suite;  enfin,  que  le  dernier  terme  h  est  le 
produit  de  toutes  les  racines,  pris  avec  le  signe  +,  ou  avec  le  signe  —, 
suivant  que  le  degré  de  l'équation  est  pair  ou  impair. 

Les  coefficients  p,q,r,  ....  h  étant  supposés  des  nombres  entiers, 
l'équation  ne  peut  pas  avoir  pour  racine  un  nombre  rationnel,  à  moins 
qu'il  ne  soit  entier.  Dans  ce  cas,  cotte  racine  est  un  des  diviseurs  du 
terme/;;  en  substituant  donc,  dans  l'équation  proposée,  au  lieu  de  x, 
chacun  de  ces  diviseurs  pris  successivement  avec  le  signe  4-  et  avec  le 
signe  —,  ceux  qui  y  satisferont  seront  les  racines  commensurables  de 
l'équation;  si  a  est  une  de  ces  racines,  x—  a  sera  diviseur  de  son 
premier  membre;  ainsi  l'on  aura  ses  diviseurs  commensurables  du  pre- 
mier degré.  On  a  imaginé  divers  artifices  pour  simplifier  cette  méthode 
et  pour  l'étendre  aux  diviseurs  commensurables  des  degrés  supérieurs. 
Vous  les  trouverez  exposés,  avec  autant  de  clarté  que  d'élégance,  dans 
YA/gèbre  de  Clairaut. 

Dans  le  cas  où  l'équation  a  des  racines  égales,  on  peut  obtenir  fort 
simplement  ces  racines,  et  par  conséquent  le  diviseur  commcnsurable 
formé  de  leur  produit.  Pour  cela,  on  multiplie  chaque  terme  de  l'équa- 
tion par  l'exposant  de  l'inconnue  dans  ce  terme;  le  commun  diviseur 
de  l'équation  proposée,  et  de  cette  même  équation  ainsi  multipliée, 
donne,  en  l'égalant  ii  zéro,  toutes  les  racines  égales  de  l'équation. 

On  nomme  fond  ion  d'une  ou  de  plusieurs  grandeurs,  toute  quantité 
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qui  les  contient  d'une  manière  quelconque.  La  fonction  est  ralionne/le 
si  elle  ne  renferme  point  ces  grandeurs  sous  le  signe  radical;  elle  est 
entière  si  elle  ne  contient  point  de  fractions. 

Les  coefficients  p,  q,  r,  ...  sont  des  fonctions  des  racines  de  l'équa- 
tion telles  qu'elles  restent  les  mêmes,  en  y  échangeant  les  racines  entre 
elles.  Je  noiwmQ  fonction  invariable  toute  fonction  des  racines  qui  jouit 
de  cette  propriété.  Telles  sont  les  sommes  des  carrés,  des  cubes,  etc. 
des  racines. 

Toute  fonction  invariable  des  racines  peut  être  déterminée  au  moyen 
des  coefficients  de  l'équation.  Cette  détermination  est  un  problème  très 
intéressant,  pour  la  solution  duquel  les  analystes  ont  donné  diverses 
méthodes  générales  qu'il  est  bon  de  connaître.  La  méthode  suivante 
suffit  pour  ce  qui  doit  suivre. 

On  peut  obtenir  successivement  la  somme  des  puissances  des 
racines,  au  moyen  de  cette  équation  :  la  somme  des  puissances  m  des 
racines,  plus  la  somme  des  puissances  m  —  \,  multipliée  par/j,'plus  la 
somme  des  puissances  m  —  i,  multipliée  par  y,  plus  la  somme 
des  puissances  w  —  3,  multipliée  par  /■,  plus,  etc.,  plus  enfin  le 
coefficient  de  a;"~'"  dans  l'équation  proposée,  multiplié  par  m,  est  égale 
à  zéro. 

On  doit  observer  de  n'admettre  dans  cette  formule  que  des  puis- 
sances positives  entières,  et  égales  ou  plus  grandes  que  l'unité;  on  doit 
observer  encore  que  le  coefficient  de  a;"  "'  est  nul,  si  m  surpasse  n. 

Pour  avoir  la  somme  des  termes  de  la  forme  a'^lf''  on  multipliera  la 
somme  des  puissances  «'"  par  la  somme  des  puissances  «'"';  le  produit 
sera  formé  de  la  somme  des  puissances  «'"^"''  et  de  la  somme  des 
termes  de  la  forme  a"'h"'';  ainsi  l'on  aura  cette  dernière  somme  au 
moyen  de  celle  des  puissances,  et,  par  conséquent,  en  fonction  des 
coefficients  de  l'équation. 

Pour  avoir  la  somme  des  termes  de  la  forme  a"'b"''c"'" ,  on  multipliera 
la  somme  des  termes  de  la  forme  a"'b"''  par  la  somme  des  puissances  a"'"; 
le  produit  sera  formé  :  i°  de  la  somme  des  termes  de  la  forme rt'""*"'""^'"'; 
2°  de  la  somme  des  termes  de  la  forme  «"'i™'"*'"";  3°  de  la  somme  des 

OEiwres  de  L.  —  XIV. 
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termes  de  la  forme  a'"Z>"''c"'";  on  aura  donc  encore  cette  dernière  somme 
en  fonction  des  coefficients  de  l'équation,  et  ainsi  de  suite. 

Maintenant,  toute  fonction  invariable  est  égale  à  une  ou  plusieurs 
sommes  de  la  forme  précédente;  elle  peut  donc  être  ainsi  déterminée 
au  moyen  des  coefficients /j,  q,  r,  ...  de  l'équation  proposée. 

Si  l'on  a  une  fonction  de  racines  qui  subisse  des  variations,  en  y 
échangeant  toutes  les  racines  de  l'équation,  les  unes  dans  les  autres, 
alors  en  désignant  par  o',  //,  c',  ...  ces  divers  changements  que  je  sup- 
pose être  au  nombre  de  i,  cette  fonction  sera  donnée  par  une  équation 

en  z  résultant  du  produit  des  i  facteurs  z  —  a',  z  —  b',  z  —  c', En 

développant  ce  produit,  les  coefficients  des  puissances  de  ::  seront  des 
fonctions  invariables  des  racines  a,  b,  c,  ...  de  l'équation  primitive,  et 
pourront  être  déterminés  au  moyen  de  ses  coefficients.  Par  exemple,  la 

fonction  (a  —  b)'-  subit  — changements,  en  y  substituant  pour  a 

et  b  toutes  les  racines  de  l'équation  primitive;  l'équation  en  z,  dont  les 
diverses  racines  sont,  dans  ce  cas,  les  carrés  des  différences  des  ra- 

cines  a,  h,  r,  ....  est  donc  du  degré 

Toute  équation  d'un  degré  impair  a  au  moins  une  racine  réelle,  d'un 
signe  contraire  à  celui  de  son  dernier  terme;  car,  si  l'on  suppose,  par 
exemple,  ce  dernier  terme  positif,  en  substituant  dans  le  premier 
membre  de  l'équation,  au  lieu  de  l'inconnue,  toutes  les  valeurs,  depuis 
zéro  jusqu'à  l'infini  négatif,  ce  membre  passera,  par  degrés  insensibles, 
d'une  valeur  positive  à  une  valeur  infinie  négative;  d'où  il  suit  qu'une 
des  valeurs  de  l'inconnue,  intermédiaire  entre  zéro  et  l'infini  négatif, 
rend  ce  premier  membre  nul,  et,  par  conséquent,  elle  est  une  des 
racines  de  la  proposée. 

Le  même  raisonnement  foit  voir  que,  si  l'équation  étant  d'un  degré 
pair,  son  dernier  terme  est  négatif,  elle  a  au  moins  deux  racines  réelles, 
l'une  positive  et  l'autre  négative. 

Les  racines  imaginaires  des  équations  sont  de  la  forme  m  -\- n\l  —  i, 
m  et  n  étant  des  quantités  réelles,  et  si  l'équation  a  pour  racines 
m  ■+-  n  V  —  I ,  elle  a  pareillement  pour  racine  m  —  n  y  —  i  ;  en  sorte  que 
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les  racines  imaginaires  sont  toujours  en  nombre  pair,  et  l'équation,  si 
elle  est  d'un  degré  pair,  peut  être  décomposée  en  facteurs  du  deuxième 
degré,  dont  les  coefficients  sont  réels.  Ce  théorème  important  a  été 
admis  par  les  analystes,  avant  qu'ils  en  aient  eu  une  démonstration 
rigoureuse.  D'AIembert  est  le  premier  qui  l'ait  démontré,  en  ûiisant 
voir  en  même  temps  que  toutes  les  imaginaires  connues  se  réduisent  à 
la  forme  màzn  \J—  i. 

Deux  termes  consécutifs  d'une  équation,  qui  ont  le  même  signe, 
forment  une  permanence;  s'ils  ont  différents  signes  ils  forment  une 
variation.  Par  fermes  consécutifs  j'entends  ceux  dans  les(nu'ls  les 
exposants  de  l'inconnue  ne  diffèrent  que  d'une  unité. 

Il  ne  peut  pas  y  avoir,  dans  une  équation,  plus  de  racines  réelles 
positives  que  de  variations  ;  il  ne  peut  pas  y  avoir  plus  de  racines  réelles 
négatives  que  de  permanences. 

De  là  il  suit  que,  si  toutes  les  racines  sont  réelles,  il  y  a  autant  de 
racines  positives  que  de  variations,  et  autant  de  racines  négatives  que 
de  permanences.  C'est  la  fameuse  règle  de  Descartes,  qui  ne  l'a  trouvée 
que  par  induction.  Elle  a  été  démontrée  depuis,  et  même  généralisée 
par  de  Gua,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  pour 
l'année  1741- 

Si  quelques-uns  des  termes  de  l'équation  manquent,  ce  qui  revient  à 
supposer  leurs  coefficients  égaux  à  zéro,  on  peut  alors  les  faire  pré- 
céder, à  volonté,  des  signes  +  ou  —,  et  si  le  nombre  des  variations 
n'est  pas  le  même  dans  ces  hypothèses,  ré(]uation  a  nécessairement  des 
racines  imaginaires.  Par  exemple,  si  deux  termes  consécutifs  manquent 
il  la  fois,  l'équation  a  des  racines  imaginaires,  et  l'équation  a;"+  i  =  o 
a  toutes,  ses  racines  imaginaires  si  n  est  pair,  et  elle  n'a  qu'une  racine 
réelle  si  n  est  impair. 

On  n'a  point  encore  de  règle  générale  pour  reconnaître,  dans  uiu' 
équation  proposée,  le  nombre  des  racines  réelles  et  celui  des  racines 
imaginaires.  Plusieurs  géomètres  ont  donné  les  moyens  de  déterminer, 
dans  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré,  le  nombre  des 
racines  imaginaires,  celui  des  racines  réelles  positives  et  le  nombre 
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des  racines  réelles  négatives.  Je  citerai,  entre  autres,  Dionis-Duséjour, 
que  la  mort  vient  d'enlever  aux  sciences  et,  en  particulier,  îi  l'Astro- 
nomie qu'il  a  considérablement  enrichie  par  des  applications  nom- 
breuses et  importantes  de  l'Analyse  aux  divers  problèmes  astrono- 
miques. Ce  savant,  illustre  et  regrettable  sous  tous  les  rapports,  a 
laissé  en  manuscrit  un  beau  Mémoire,  dans  lequel  il  étend  aux  équa- 
lions  du  cinquième  degré  ses  recherches  publiées  dans  les  Mémoires  de 
V Aeadémie  des  Sciences  pour  l'année  1772. 

On  peut  toujours  déterminer  si  toutes  les  racines  d'une  équation 
sont  réelles,  en  formant  l'équation  dont  les  racines  soient  les  carrés  des 
différences  des  racines  de  la  proposée;  car  il  est  visible  que  toutes  les 
racines  de  cette  nouvelle  équation  seront  réelles  et  positives  si  toutes 
les  racines  de  la  proposée  sont  réelles;  l'équation  du  carré  des  diffé- 
rences des  racines  aura  donc  alors  tous  ses  termes  alternativement 
positifs  et  négatifs.  Réciproquement,  si  cela  a  lieu,  la  proposée  n'a  au- 
cune racine  imaginaire,  car  les  deux  racines  imaginaires,  m  -+■  n  y/—  i 
et  m  —  n\J —  i,  donneraient  la  racine  négative  —  l\n-,  dans  l'équation 
du  carré  des  différences  des  racines;  mais,  par  le  théorème  exposé 
ci-dessus,  cette  équation  ne  peut  pas  avoir  des  racines  négatives  si  ses 
ternies  sont  alternativement  positifs  et  négatifs;  toutes  les  racines  de 
la  proposée  sont  donc  alors  réelles. 

On  peut  faire  subir  aux  équations  diverses  transformations  utiles;  si 
l'on  veut,  par  exemple,  changer  les  racines  positives  en  négatives,  et 
réciproquement,  il  suffit  de  changer  les  signes  des  termes  dans  lesquels 
l'inconnue  est  élevée  à  une  puissance  impaire.  On  peut  augmenter  ou 
diminuer,  à  volonté,  les  racines  d'une  équation,  d'une  quantité  quel- 
conque, et  faire  ainsi  disparaître  un  de  ses  termes,  x  étant  l'inconnue, 
n  le  degré  de  l'équation  dp  le  coefficient  du  second  terme;  si  l'on 

suppose  X  ^=  y  —  i-,  on  aura  une  nouvelle  équation  en  jdu  degré  n, 

dans  laquelle  le  coefficient  de  j"^'  sera  nul,  et  dont  la  forme  sera,  par 
cette  raison,  un  peu  plus  simple  que  celle  de  la  proposée. 
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CINQUIÈME  SÉANCE. 

StR    LA    RÉSOLUTION    DES    ÉQUATIONS.    THÉORÈME    SLR    LA    FORME 
DE    LEURS    RACINES    IMAGINAIRES. 


Je  VOUS  ai  présenté,  dans  la  Leçon  précédente,  les  propriétés  les  plus 
remarqua])les  des  équations;  je  vais  m'occuper,  dans  celle-ci,  de  leur 
résolution. 

11  existe  une  classe  nombreuse  d'équations  que  l'on  peut  résoudre 
comme  celles  du  deuxième  degré  ;  elles  sont  comprises  dans   cette 

l'ormule  générale  : 

x-"  +  /?„r"  +  (j  =  o. 

En  les  résolvant  par  la  méthode  que  nous  avons  donnée,  relativement 
aux  équations  du  deuxième  degré,  on  a 


'=\/-'i'^^\ 


Cette  valeur  de  x  donne  lieu  à  quelques  observations.  D'abord, 
l'extraction  exacte  de  la  racine  de  la  quantité  renfermée  sous  le  radical 
est  quelquefois  possible;  ainsi,  en  supposant  /<  =  2  et  </  égal  à  un  carré 
que  nous  représentons  par  m- ,  on  a 


•=±v/"i^"^^"-v/~i 


Les  géomètres  ont  imaginé,  pour  faire  ces  extractions,  lorsqu'elles 
sont  possibles,  diverses  méthodes  qu'il  est  bon  de  connaître,  pour 
donner  aux  expressions  analytiques  toute  la  simplicité  dont  elles  sont 
susceptibles. 

On  |)eut  observer  ensuite  que  si  l'on  ne  considère  (|ue  les  racines 
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auxquelles  on  parvient  par  les  méthodes  arithmétiques  de  l'extraction 
des  racines,  l'expression  précédente  de  a;  n'a  que  deux  valeurs,  et  cepen- 
dant l'équation  proposée  étant  du  degré  in,  elle  doit  avoir  in  racines. 
Pour  les  déterminer,  nommons  h  et  h'  les  deux  racines  précédentes, 
déterminées  par  les  méthodes  arithmétiques;  nommons  ensuite  i,  a, 
a',  ...  les  n  racines  de  l'équation  a;"— 1  =  0,  racines  qui  sont  les 
diverses  racines  /i'*'"'"  de  l'unité;  alors  les  m  racines  de  l'équation 
primitive  seront  h,  ah,  a.' h,  . . . ,  h' ,  ah' ,  a!h' ,  ....  Tout  se  réduit  donc 
à  déterminer  les  racines  de  l'équation  x" —  i  =  o. 

Si  «  =  2,  ces  racines  sont  ±  i. 

Si  n  =  3,  l'une  des  racines  est  l'unité.  En  divisant  ensuite  l'équa- 
tion a;'  —  I  =  o  par  a;  —  1 ,  on  a 

^^H-  ar  H-  I  =  o, 

d'où  l'on  tire 


Si  «  =  4i  Ic^s  quatre  racines  sont  ±  i,  ±  y/—  i. 

On  peut  déterminer  algébriquement  ces  diverses  racines,  lorsque 
n  ne  surpasse  pas  10  (').  En  traitant  de  l'application  de  l'Algèbre  à  la 
Géométrie  nous  donnerons  le  moyen  d'obtenir  toutes  les  racines  de 
l'équation  x"  ±1  =  o,  quelle  que  soit/i.  Nous  observerons  seulement  ici 
que  I  et  a  étant  deux  racines  de  l'équation  a;"—  i  =  o,  les  n  —  1  autres 
racines  sont  a?,  a',  . . . ,  a"~',  si  n  est  un  nombre  premier. 

Considérons  présentement  les  équations  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré.  Depuis  longtemps  les  analystes  ont  résolu  ces  équations 
par  diverses  méthodes  ingénieuses;  elles  consistent  à  transformer,  par 
des  substitutions  convenables,  l'équation  que  l'on  veut  résoudre,  dans 
une  autre  qui  puisse  être  résolue  à  la  manière  des  équations  d'un  degré 
inférieur,  et  à  déterminer,  au  moyen  des  racines  de  cette  nouvelle 
équation  que  l'on  nomme  réduite,  toutes  les  racines  de  la  proposée. 

(  '  )  Depuis  l'époque  de  la  première  publication  do  ces  Leçons,  M.  Gauss  est  parvenu, 
par  une  analyse  extrêmement  remarquable,  à  déterminer  algébriquement  ces  racines  pour 
un  degré  quelconque.  {^Nutc  de  l'Auteur.) 
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Il  est  visible  que  ces  dernières  racines  étant  données  au  moyen  des 
racines  de  la  réduite,  elles  en  sont  des  fonctions,  et  qu'ainsi  les  racines 
de  la  réduite  sont  elles-mêmes  fonctions  des  racines  de  la  proposée. 
Toutes  les  méthodes  de  résoudre  une  équation  se  réduisent  donc  à 
déterminer  une  fonction  de  ses  racines  qui  dépende  d'une  équation 
d'un  degré  inférieur  et  qui  soit  telle  qu'elle  donne  facilement  les 
racines  de  la  proposée.  En  considérant  sous  ce  point  de  vue  les  diverses 
solutions  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré,  il  en  ré- 
sulte une  méthode  de  les  résoudre  puisée  dans  la  nature  même  de  ces 
équations,  et  qui  a  l'avantage  d'éclairer  ces  solutions,  d'en  montrer  les 
rapports  et  de  faire  voir  comment,  par  des  procédés  très  dilTérents, 
elles  conduisent  cependant  à  des  résultats  identiques;  ainsi,  quoique 
cette  méthode  soit  un  peu  plus  longue  que  les  méthodes  indirectes,  je 
la  crois  préférable  dans  un  cours  destiné  à  développer  les  vrais  prin- 
cipes des  sciences.  Je  dois  observer  ici  que  cette  méthode  de  résoudre 
les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré  et  le  rapprochement 
des  méthodes  connues  pour  le  même  objet  ont  été  donnés  de  la  ma- 
nière la  plus  générale  et  la  plus  lumineuse  par  M.  Lagrange,  dans  deux 
Mémoires  insérés  parmi  ceux  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin, 
pour  les  années  1770  et  1771;  je  vous  engage  pareillement  avoir,  sur 
cette  matière,  un  excellent  Mémoire  de  Vandermonde,  imprimé  dans  le 
Volume  de  l'Académie  des  Sciences  pour  l'année  1771  ('),  et  l'Ouvrage 
de  Waring,  intitulé  Meditationes  algebraicœ. 

Pour  exposer  d'une  manière  uniforme  ce  que  l'on  sait  sur  la  réso- 
lution des  équations,  nous  allons  reprendre  celle  de  l'équation  du 
deuxième  degré, 

x'  -H/JX  +  7  :^  O. 

(')  Dans  ce  Mémoire,  Vandermonde  donne  l'expression  do  la  racine  d'une  équation  du 
cinquième  degré  dont  dépend  la  résolution  de  l'équation 

X"  —  1  =  0, 

et  l'on  peut  dire  qu'il  est  le  premier  qui  ait  franchi  les  limites  dans  lesquelles  la  résolution 
des  équations  à  deux  termes  se  trouvait  resserrée.  Malheureusement  ce  résultat  important 
fut  longtemps  ignoré. 

Consulter  CEuvres  de  Lagrange,  t.  VIII,  p.  355-36o. 
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Nommons  a  et  b  ses  deux  racines.  Leur  somme  a-\-b  est,  comme  on 
l'a  vu,  égale  à  — />;  il  ne  s'agit  donc  plus  que  d'avoir  la  valeur  d'une 
autre  fonction  des  racines  qui,  combinée  avec  l'égalité  précédente, 
détermine  chacune  de  ces  racines,  en  ne  résolvant  que  des  équations 
du  premier  degré.  Pour  cela,  il  faut  que  la  fonction  cherchée  soit  de 
la  forme  la-\-mb;  les  fonctions  de  cette  forme,  dans  lesquelles  les 
quantités  ne  sont  élevées  qu'à  la  première  puissance  et  ne  sont  point 
multipliées  les  unes  par  les  autres,  se  nomment  fondions  linéaires.  La 
précédente  est  susceptible  de  deux  combinaisons,  en  y  changeant  a  en  b, 
et  réciproquement;  elle  dépend  donc  d'une  équation  du  deuxième  degré, 
excepté  dans  le  cas  où  1=  m;  mais  alors  cette  fonction  ne  donne  que 
la  somme  des  racines  qui  est  déjà  connue.  Puisque  nous  sommes 
forcés,  pour  déterminer  la  fonction  la-hmb  dont  nous  avons  besoin, 
de  résoudre  une  équation  du  deuxième  degré,  il  faut  que  cette  équation 
puisse  se  résoudre  par  une  simple  extraction  de  racines,  et  qu'ainsi 
elle  ne  renferme  que  le  carré  de  l'inconnue.  Dans  ce  cas,  ses  deux 
racines  sont  égales  mais  de  signes  contraires;  il  faut  donc  déterminer 
les  deux  coefficients  /  et  m,  de  manière  que  la  fonction  la -h  mb  ne 
change  point  de  valeur  et  prenne  un  signe  contraire,  en  y  changeant  a 
en  b  et  réciproquement,  ce  qui  donne 

la  +  mb  =:  —  Ib  —  ma 

OU 

l  ^  —  m, 

et  si  l'on  suppose,  pour  simplifier,  /=i,  la  fonction  cherchée  sera 
a  —  b;  en  la  désignant  par  z,  la  valeur  de  :;  sera  donnée  par  l'équation 


ou 

Or,  on  a 
donc 


l,_^a-b)][z-{b-a)]^o 

^-^  a-+  b- —  2ab. 

«- -(- 6- = /)- —  2  (7,  ab^q; 

z-  =  p-—[iq. 


d'où  l'on  tire  z  ou  a  —  b  égal  à  sjp^  —  '-\q.  En  combinant  cette  égalité 
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avec  celle-ci  a  +  6  —  — /j,  on  trouve,  pour  a  et  b,  les  deux  racines  qu(> 
nous  avons  données  dans  la  Leçon  précédente. 

Il  est  visible  que  ces  deux  racines  sont  réelles  on  imaginaires, 
suivant  que  p- —  l\q  est  positif  ou  négatif.  Quand  les  racines  sont 
réelles,  leur  signe  est  le  même  si  q  est  positif;  enfin,  si  elles  sont  de 
même  signe,  elles  ont  un  signe  contraire  \\p. 

En  supposant  l'équation  générale  du  troisième  degré  privée,  pour 
plus  de  simplicité,  de  son  second  terme,  elle  prend  la  forme 

Soient  a,  h,  c  ses  trois  racines  et  cherchons  a  priori  une  fonction  de 
ces  racines  qui  ne  dépende  que  d'une  équation  du  deuxième  degré  e( 
qui  les  détermine  facilement.  La  forme  la  plus  simple  que  l'on  puisse 
supposer  à  cette  fonction  est  celle-ci  :  la  -+-  mh  +  nc\  en  y  échangeant 
entre  elles  les  racines  a,  h,  c,  on  a  six  combinaisons  dilférentes  ;  ainsi, 
l'équation  dont  cette  fonction  dépend  est  du  sixième  degré.  Pour  en 
faire  usage,  il  faut  qu'elle  soit  résoluble  à  la  manière  des  équations  du 
deuxième  degré,  et  qu'ainsi  le  cube  de  cette  fonction  ne  dépende  que 
d'une  équation  du  deuxième  degré.  Alors,  en  nommant  h  et  /;'  ses 
deux  racines  et  en  désignant  par  i.  a  et  a'  les  trois  racines  cubiques  de 
l'unité,  les  six  valeurs  de  la  fonction  proposée  seront 

/;,     ah,     a.' Il,     h',     ait',     a' h' . 

Si  l'on  prend  pour  h  et  A' deux  de  ces  valeurs,  telles  que  la  +  mb  -{-ne 
et  Ib  +  ma  -t-  ne,  et  si  l'on  se  rappelle  que  a'=  a-,  il  est  facile  de  voir 
que  les  quatre  autres  valeurs  ne  peuvent  pas  être  égales  à  celles-ci 
multipliées  respectivement  par  a  et  a',  à  moins  que  les  coelficients  /, 
m  et  n  ne  soient  entre  eux  comme  les  racines  cubiques  de  l'unité  et, 
réciproquement,  que,  si  cela  a  lieu,  les  six  valeurs  de  /a -h  rtib  +  ne 
ne  seront  que  les  deux  précédentes  multipliées  respectivement  par  ces 
racines  cubiques.  En  supposant  donc  /,  m,  n  égaux  à  ces  racines  et 
représentant  par  ::  la  fonction  la  +  mb  -+-  ne,  z  sera  donné  par  l'équation 

[z^—  (a  -j-ab  -h  a'cy][z^  —  {xa  -\-  b  -h  oi'cy]:=o, 
OEiwres  <!e  L.  —  XIV.  8 
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dans  laquelle  le  coefficient  de  z^  et  le  terme  indépendant  de  z  seront 
des  fonctions  invariables  des  racines  a,  h,  c,  puisque  les  six  valeurs 
de  la  fonction  a  +  aô  +  a'r  y  entrent  de  la  même  manière.  C'est,  en 
effet,  ce  que  le  calcul  confirme  a  posteriori  ;  car,  si  l'on  considère  que 
par  la  nature  des  racines  cubiques  de  l'unité  on  a 

I  +  a  +  «';=  o, 

on  parvient  ii  la  réduite 
Les  racines  de  cette  équation  sont 


^\/-^V? 


4'    '   27 


P' 


'^J-V'-sJp'^T-jP-^ 


en  nommant  donc  s  et  z'  ces  racines,  on  aura 

rt  +  «6  -1-  a! c  =  z, 
a  a  -Y-    6  +  x'  c  --^  z'. 

La  condition  que  le  second  terme  de  la  proposée  est  nul  donne 

n  -i-  6  -I-  c  =  o; 
on  aura  ainsi 

z-i-y.'z'  a'z-hz'  a(;  +  2') 

a  =  —^—,      ^=^^'      c  =  — 3 — ; 

3  et  3' étant  des  racines  cubiques,  ils  sont  susceptibles  chacun  de  trois 
valeurs  qui  donnent  neuf  valeurs  différentes  pour  les  racines  a,  h,  c. 
Cette  multiplicité  de  valeurs  tient  à  ce  que  :;  et  z'  ne  contiennent  que 
le  cube  de/>,  en  sorte  que  les  valeurs  précédentes  de  a,  h,  c  résolvent, 
(uitre  la  proposée,  les  deux  équations 

x^-{-  apx  -\-  q  ^=10,  x^+  a' px  -\-  q  =.o; 

elles  sont  donc  les  racines  de  l'équation  du  neuvième  degré,  résultante 
du  produit  de  ces  trois  équations.  Mais,  parmi  ces  racines,  il  ne  faut 
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choisir  que  les  trois  qui,  substituées  pour  a,  h,  c,  satisfont  à  l'équation 

ab  -h  ac  -j-  Oc  z=  p; 

cette  équation  donne  :■:'=  —  3c/.p;  ainsi,  en  désignant  par  ?>/i  ol,  3/i' 
les  valeurs  de  ;;  et  z',  lorsqu'on  prend  l'unité  pour  racine  cul)i(jae  de 
l'unité,  il  suffit  de  supposer  z  =  3/i  et  s'=  3aA',  et  alors  on  a 

a  =^  h  -h  /i' ,         b  ^=  a' h  -h  c.h',         c  =:  oc  A  +  c.'  h'. 

Ces  expressions  des  racines  du  troisième  degré  offrent  une  singu- 
larité remarquable  qui  embarrassa  beaucoup  les  premiers  analystes. 
Lorsque  -g-  -{ p^  est  négatif,  les  valeurs  de  h  et  A'  sont  imaginaires. 

Il  ne  faut  pas  cependant  en  conclure  que  la  proposée  renferme  alors 
des  racines  imaginaires.  Loin  que  cette  conséquence  soit  juste,  il  est 
généralement  vrai  que,  dans  ce  cas,  les  trois  racines  de  la  proposée 
sont  réelles  et  qu'elles  ne  peuvent  l'être  que  dans  ce  cas,  qui  a  été 
nommé  cas  irrcductihle,  tous  les  efforts  que  l'on  a  faits  pour  donner 
une  autre  forme  aux  expressions  des  l'acines  ayant  été  inutiles.  On  ne 
tarda  pas  à  reconnaître  la  réalité  des  racines  dans  ce  cas  singulier. 
Parmi  les  moyens  imaginés  pour  s'en  assurer,  voici  le  plus  simple  : 
Faisons,  pour  plus  de  simplicité. 


''   v/r 


—  p^^i  n\J  — 


h  rr:  \  ni  -\-  Il  \j' —  I ,  /i'  =;  \j m  —  Il  \/ —  I . 

Si  l'on  développe  chacun  de  ces  radicaux  en  séries  ordonnées  par 
rapport  aux  puissances  croissantes  ou  décroissantes  de  n,  suivant  que 
n  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  m,  on  aura,  pour  h  et  h' ,  des  expres- 
sions de  cette  forme 


/i  =^  M -+- N  v/- ■ ,        A'=M-Nv/^^, 
M  et  N  étant  des  quantités  réelles;  on  aura  ainsi 

a  =  2M,         6=-M  +  Nv/3,         c  =  -M-Nv/3. 
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Si  h  et  h'  sont  réels,  il  n'y  a  que  la  première  racine  a  de  réelle;  on 
reconnaîtra  donc  si  une  équation  du  troisième  degré  a  toutes  ses  racines 
réelles  par  le  signe  de  la  quantité  y ^'+—7'';  si  cette  quantité  est 

négative,  les  trois  racines  sont  réelles;  si  elle  est  positive,  deux  des 
racines  sont  imaginaires.  A  la  vérité,  l'équation  que  nous  venons  de 
considérer  man(jue  de  son  second  terme;  mais  il  est  toujours  facile, 
comme  on  l'a  vu,  de  réduire  une  équation  ii  cette  forme,  et  cela  ne 
change  point  le  nombre  de  ses  racines  réelles.  Les  valeurs  de  /?  et  ^  de 
la  transformée  sont  alors  des  coefficients  de  la  proposée,  faciles  à  déter- 
miner, et  en  les  subsi'tuant  dans  la  quantité  7  9" -H  7^^'»  le  signe  de 

cette  fonction  déterminera  si  toutes  les  racines  sont  réelles,  ou  si  deux 
sont  imaginaires.  Quand  toutes  les  racines  sont  réelles,  la  règle  de 
Descartes  fait  connaître  le  nombre  des  racines  positives  et  celui  des 
racines  négatives.  Si  deux  racines  sont  imaginaires,  la  racine  réelle 
est  d'un  signe  contraire  à  celui  du  dernier  terme  de  l'équation. 
Considérons  maintenant  l'équation  du  quatrième  degré 

x'  +  /> .1'-  -t-  qx  -\-  r  ^:z  o. 

Soient  a,  b,  c,  c/ses  quatre  racines.  Pour  les  déterminer,  nous  allons 
chercher,  comme  nous  venons  de  le  faire  relativement  aux  équations 
du  deuxième  et  du  troisième  degré,  une  fonction  de  ces  racines  qui  les 
donne  facilement  et  qui  ne  dépende  que  d'une  équation  d'un  degré 
inférieur  au  quatrième.  Nous  emploierons  encore  la  supposition  qui 
nous  a  réussi  pour  les  équations  des  degrés  inférieurs,  savoir  que  cette 
fonction  renferme  les  racines  sous  une  forme  linéaire;  nous  la  repré- 
senterons ainsi  par  la  suivante/a  -h  mb  -i-  ne  -i-  Id.  Cette  fonction  est 
susceptible  de  vingt-quatre  combinaisons  différentes;  elle  dépend  donc 
d'une  équation  du  vingt-quatrième  degré.  Mais  il  est  facile  de  voir  que, 
si  l'on  suppose /=;«,  les  vingt-quatre  combinaisons  se  réduiront  à 
douze  et  que,  si  l'on  suppose  de  plus  /  =  «,  les  douze  combinaisons  se 
réduiront  à  six,  en  sorte  que  la  fonction  m(a -h  b) -h  n(c -h  d)  ne 
dépend  que  d'une  équation  du  sixième  degré.  Enfin,  si  l'on  suppose 


DONNÉES  A  L'ÉCOLE  NORMALE  EN   1795.  (il 

=  —  m,  cette  dernière  équation  aura  ses  racines  égales  deux  à  deux, 

mais  alTectées  de  signes  contraires;  elle  ne  renfermera  donc  que  les 

puissances  paires  de  l'inconnue  et  elle  pourra  se  résoudre  à  la  manière 

des  équations  du  troisième  degré. 

Il  suit  de  là  que,  en  supposant,  pour  plus  de  simplicité,  ni  —  i  et  en 

représentant  par  [\z  la  l'onction  {a  +  b  —  c  —  d)-,  z  sera  donné  par 

une  équation  du  troisième  degré;  or,  on  a 

{a  +  b  —  c  —  d)-^i— lip  +  [\{ab -Jr  cd); 

l'équation  en  z  sera  donc 

[;  +/)  —  (rtZ>  +  cd)\  [-  +  /:>  —  {ad+  bc)']\_z  +  p  —  {ac  -y-  bd)"]  =  o, 
d'où  l'on  tire 

;'-|-  2pz-~h  (p- 4'")-  1'=  O- 

Telle  est  la  réduite  des  équations  du  quatrième  degré.  Soient  z,  z',  z" 
ses  trois  racines,  on  aura 

a  -\-  b  —  c—  f/  =  2  s/:, 
a -\- c  — b  —  d=ii\Jz', 
a-hd— b~-c=z2  s/z" . 

En  combinant  ces  trois  équations  avec  celle-ci,  a  +  J>  +  c  -{-  d  —  o, 
qui  résulte  de  ce  que  le  deuxième  terme  manque  dans  l'équation  pro- 
posée du  quatrième  degré,  on  aura 

^  =  i(v/H-v/?-v/P;, 
c  =  i(v/F-v/5-v/?). 

(Hiacun  des  radicaux  sjz,  \]z\  \Jz"  pouvant  être  également  ad'ecté  du 
signe  -I-  ou  du  signe  —,  il  en  résulte  huit  valeurs  dilïérentes  pour  les 
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racines  a,  h,  c,  d.  Cela  vient  de  ce  que  la  réduite  en  z  ne  renfermant 
que  le  carré  de  y,  les  valeurs  qu'elle  donne  pour  a,  h,  c,  cl  doivent 
également  satisfaire  à  la  proposée,  en  y  supposant  q  négatif,  en  sorte 
que  ces  valeurs  résolvent  une  équation  du  huitième  degré,  comme  on 
a  vu  que  la  réduite  du  troisième  degré  résout  une  équation  du  neu- 
vième. Mais  ces  valeurs  se  réduisent  à  quatre,  en  leur  faisant  remplir 
la  condition  que  la  somme  des  produits  trois  à  trois  des  racines  a,  b, 
r,  d  soit  égale  à  —  </.  Cette  somme  est  égale  à 

il  faut  conséqucniment  donner  aux  radicaux  un  signe  tel  que  ce  pro- 
duit soit  d'un  signe  contraire  à  q,  et  cela  déterminera  les  quatre  valeurs 
que  l'on  doit  prendre  pour  les  racines  de  la  proposée. 

Si  la  réduite  en  :  a  ses  trois  racines  réelles,  l'écjuation  du  quatrième 
degré  a  ses  racines  ou  toutes  quatre  réelles  ou  toutes  quatre  imagi- 
naires. On  pourra  donc  ainsi  reconnaître  si  une  équation  du  quatrième 
degré,  lors  même  qu'elle  a  tous  ses  termes,  a  ses  racines  ou  toutes 
réelles  ou  toutes  imaginaires.  Il  suffira  de  faire  disparaître  son  deuxième 
terme,  de  former  ensuite  sa  réduite  et  de  voir  si  cette  réduite  a  toutes 
ses  racines  réelles. 

Quand  l'équation  du  quatrième  degré  a  toutes  ses  racines  réelles, 
la  règle  de  Descartes  donne  le  nombre  des  racines  positives  et  celui 
des  racines  négatives. 

Si  l'équation  a  deux  racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires,  les 
deux  racines  réelles  seront  de  même  signe  ou  de  signe  contraire,  sui- 
vant que  le  dernier  terme  sera  positif  ou  négatif. 

Si  les  deux  racines  réelles  sont  de  même  signe,  elles  seront  posi- 
tiAOS  s'il  y  a  dans  la  proposée  plus  de  variations  que  de  permanences; 
elles  seront  négatives  s'il  y  a  plus  de  permanences  que  de  variations  et, 
s'il  y  a  autant  de  variations  que  de  permanences,  le  signe  de  ces  racines 
sera  contraire  à  celui  de  la  fonction  p  —  ^pf-\-  8y, /étant  le  coeffi- 
cient du  deuxième  terme  dans  l'équation  supposée  complète.  La  réduite 
en  z  a  toujours  une  valeur  réelle  positive,  puisque  son  dernier  terme 
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est  négatif.  Supposons  que  \'z  soit  réel,  los  valeurs  précédentes  de  a 
et  de  b  donnent 

a-h  b  =  \/z, 

t      I  /         /       Il         m\ 
ab=-Az  —  z'-z"-2\,/z'z"). 

Or,  on  a  ^'  +  :;"=  —  ip  —  z;  de  plus,  zz' z"  =  —  q-,  ce  qui  donne 

ainsi,  a  +  b^\ab  sont  réels,  le  facteur  x"^  —  {a-{-  b)x  -+-  ab  est  donc 
réel;  or,  ce  facteur  est  évidemment  diviseur  de  l'équation  proposée  du 
quatrième  degré;  cette  équation  est  donc  résoluble  en  deux  facteurs 
réels  du  deuxième  degré. 

De  là  résulte  une  démonstration  fort  simple  de  ce  théorème  général 
que  nous  avons  énoncé  précédemment  et  qui  consiste  en  ce  que  toute 
équation  d'un  degré  pair  est  résoluble  en  facteurs  réels  du  deuxième 
degré. 

Soient «,  b,  c,  ...  les  diverses  racines  de  cette  équation  et  supposons 
que  i^s  soit  son  degré,  *  exprimant  un  nombre  impair.  L'équation  dont 
les  racines  seront  a  -¥-  b  -^  mab,  m  étant  un  coefficient  quelconque, 
sera  du  degré  2'~'^2'(^— i)  et,  par  conséquent,  l'exposant  de  son 
degré  sera  de  la  forme  ■2.'~^s',  s'  étant  un  nombre  impair. 

Si  i=:i,  cette  nouvelle  équation,  dérivée  de  la  première,  sera  d'un 
degré  impair;  elle  aura  donc  au  moins  une  racine  réelle,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  m  et,  comme  on  peut  donner  à  m  une  infinité  de 
valeurs,  on  aura  une  infinité  de  fonctions  de  la  forme  a  +  b -\- mab 
qui  auront  des  valeurs  réelles.  Parmi  ces  fonctions  il  y  en  aura  néces- 
sairement qui  renfermeront  les  mêmes  racines  de  la  proposée.  Soient  « 
et  b  ces  racines  et  soient  a  +  />  +  mab  cia  +  b  +  m' ab  deux  fonctions 
dont  les  valeurs  soient  réelles;  leur  différence  {m'  —  m)ab  sera  réelle; 
ab  et  a  +  Z<  seront  donc  réels,  ainsi  que  le  facteur  x"-  —  (ci  4-  b)x  -+■  ab  ; 
la  proposée  aura,  par  conséquent,  un  facteur  réel  du  deuxième  degré. 

En  géénral,  la  i)roposée  aura  un  facteur  réel  du  deuxième  degré  si 
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toute  équation  du  degré  2'"'*'  a  un  facteur  réel  du  même  degré;  car 
alors  on  a  une  infinité  de  fonctions  de  la  forme  a  +  6  +  mab,  dont  la 
valeur  est  de  la  forme  e  -\-  g\j —  i  et  l'on  en  conclura,  par  le  raisonne- 
ment précédent,  qu'il  y  a  deux  racines  «  et  6  telles  que  a  +  b  ci  ab  sont 
de  la  même  forme.  Le  facteur  x^  —  {a-^  b)x  -+-  ab  prend  alors  la  forme 

^-  +  /x  H-  A  4-  y/— I  {f'x  +  h'). 

Soit  P  +  Q\/— I  le  quotient  de  la  division  de  la  proposée  par  ce 
facteur,  P  —  Q  \/—  i  sera  le  quotient  de  la  proposée  par  la  quantité 

x-'-hfx  -\-h  —  y/irT(y'^r  +  h'); 

la  proposée  sera  donc  divisible  par  le  produit  de  ces  deux  facteurs  du 
deuxième  degré,  du  moins  si  ces  facteurs  n'ont  point  de  diviseur 
commun.  Elle  aura  donc  pour  facteur  la  fonction  du  quatrième  degré 

{x-  +  fj:^fiY+(f'x-h/i')-; 

or,  cette  quantité  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  décomposable  en 
deux  facteurs  réels  du  deuxième  degré;  la  proposée  a  donc  un  facteur 
réel  de  ce  degré. 

Si  les  doux  facteurs  précédents  du  deuxième  degré  ont  un  facteur 
commun,  il  ne  peut  être  quo/'x-^-h',  puisqu'il  doit  diviser  leur  dil- 
férence;  la  proposée  sera  donc  divisible  par /'a;  +  h'.  Après  la  division, 
son  degré  devenant  impair,  elle  aura  encore  un  facteur  réel  du  premier 
degré;  elle  a  donc  un  facteur  du  deuxième  degré  résultant  du  produit 
de  ces  deux  facteurs  du  premier  degré. 

Toute  équation  du  degré  2S-  a  donc  un  facteur  réel  du  deuxième 
degré  si  toute  équation  du  degré  2'  '^'  a  un  facteur  semblable.  Par  la 
même  raison,  toute  équation  du  degré  2'  '/  a  un  facteur  réel  du 
deuxième  degré  si  toute  équation  du  degré  2.'~-s"  a  un  facteur  sem- 
blable, s"  étant  un  nombre  impair.  En  continuant  ainsi  jusqu'à  l'équa- 
tion du  degré  2^,  k  étant  impair,  équation  qui,  comme  on  vient  de  le 
voir,  a  nécessairement  un  facteur  réel  du  deuxième  degré,  on  voit,  on 
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rétrogradant,  que  toute  équation  du  degré  2' s  a  un  facteur  réel  du 
deuxième  degré. 

Donc,  toute  équation  d'un  degré  pair  a  un  facteur  du  deuxième  degré; 
en  la  divisant  par  ce  facteur  on  aura  une  nouvelle  équation  d'un  degré 
pair,  qui  aura  elle-même  un  facteur  réel  du  deuxième  degré,  et  en 
continuant  ainsi  on  décomposera  l'équation  entière  en  facteurs  réels 
du  deuxième  degré. 

Nous  venons  d'exposer  ce  que  l'on  sait  sur  la  résolution  des  équa- 
tions complètes.  Les  analystes  parvinrent  bientôt  à  celle  des  équations 
du  deuxième,  du  troisième  et  du  quatrième  degré;  mais,  arrivés  à  ce 
terme,  ils  trouvèrent  un  obstacle  que  des  efforts  continués  pendant  plus 
de  deux  siècles  n'ont  pu  surmonter  encore.  L'uniformité  des  méthodes 
imaginées  pour  résoudre  les  équations  des  degrés  inférieurs  au  cin- 
quième donnait  quelque  espoir  de  les  étendre  à  ce  degré;  mais  toutes 
les  tentatives  que  l'on  a  faites  pour  cet  objet  ont  été  jusqu'à  présent 
infructueuses.  Au  reste,  ce  qui  doit  consoler  du  peu  de  succès  des 
recherches  de  ce  genre,  c'est  que  la  résolution  complète  des  équations, 
quoique  très  belle  par  elle-même,  serait  peu  utile  dans  les  applications 
de  l'Analyse,  pour  lesquelles  il  est  toujours  plus  commode  d'employer 
les  approximations. 
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SIXIÈME   SEANCE. 

sun  l'élimination  des  inconnues  des  équations,  résolution  des  équations 

PAR    approximation. 


Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré,  parmi  les  équations  des  degrés 
supérieurs  au  premier,  que  celles  qui  ne  renferment  qu'une  inconnue; 
mais,  le  plus  souvent,  les  applications  de  l'Analyse  offrent  les  inconnues 
mêlées  ensemble  dans  les  équations  qui  doivent  les  déterminer.  Pour 
avoir  leurs  valeurs  il  est  nécessaire  de  les  séparer  en  éliminant  de  ces 
équations  toutes  les  inconnues,  à  l'exception  d'une  seule.  On  forme 
ainsi  des  équations  à  une  inconnue  auxquelles  on  peut  appliquer  les 
méthodes  rigoureuses  ou  approchées  de  résoudre  les  équations.  On  a 
vu  que  cette  élimination  est  toujours  fiicile  dans  les  équations  du  pre- 
mier degré  et  que  l'équation  finale  est  pareillement  de  ce  degré;  mais 
il  n'en  est  pas  ainsi  des  équations  des  degrés  supérieurs,  et  l'équation 
finale  s'élève  presque  toujours  beaucoup  plus  que  les  équations  com- 
posantes. 

Concevons  que  l'on  ait,  entre  les  deux  inconnues  x  et  v,  deux  équa- 
tions complètes,  l'une  du  degré  m  et  l'autre  du  degré  n;  c'est-à-dire 
telles  que  les  puissances  et  les  produits  de  ces  inconnues  s'élèvent  à  la 
dimension  m  dans  la  première  et  à  la  dimension  n  dans  la  seconde.  Par 
dimension  on  entend  dans  l'Analyse  la  somme  des  exposants  des  quan- 
tités. Supposons,  de  plus,  m  égal  ou  plus  grand  que  n;  il  est  clair  que 
l'on  pourra,  au  moyen  de  la  seconde  é(iuation,  éliminer  de  la  première 
les  puissances  de  x,  égales  ou  supérieures  à  x";  il  suffit  d'y  substituer, 
pour  x",  sa  valeur  tirée  de  la  seconde  équation  et  de  continuer  ces  sub- 
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stitutions  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  une  équation  qui  ne  renferme 
que  des  puissances  de  x  inférieures  à  x".  On  aura  donc  ainsi  une  troi- 
sième équation  dans  laquelle  la  plus  haute  puissance  de  x  sera  x"~*. 
En  éliminant  à  son  moyen  les  puissances  x"  et  x"''  de  la  deuxième  équa- 
tion, on  aura  une  quatrième  équation  dans  laquelle  x"~^  sera  la  plus 
haute  puissance  de  x.  Cette  équation,  combinée  de  la  même  manière 
avec  la  troisième,  donnera  une  cinquième  équation  dans  laquelle  x""'' 
sera  la  plus  haute  puissance  de  x.  En  continuant  ainsi,  on  parviendra 
à  une  équation  indépendante  de  x  et  qui  sera  l'équation  finale  en  y. 

On  doit  observer  que,  avant  d'y  parvenir,  on  aura  une  équation  du 
premier  degré  en  x  qui  donnera  x  en  y,  en  sorte  que,  ayant  les  diffé- 
rentes valeurs  de  j  pfir  la  résolution  de  l'équation  finale,  on  aura  sur-le- 
champ  les  valeurs  correspondantes  de  x,  sans  être  obligé  de  résoudre 
l'équation  finale  en  x. 

Si  l'on  conçoit  la  première  des  deux  équations  proposées  entre  x  et  y 
résolue  par  rapport  à  x,  ses  racines,  que  nous  nommerons  a,  b,  c,  . . ., 
seront  fonctions  de  y.  Si  l'on  conçoit  pareillement  la  seconde  de  ces 
équations  résolue  par  rapport  à  x,  ses  racines,  que  nous  nommerons 
a',  b',  c',  ....  seront  fonctions  de  j.  Or,  il  est  évident  que  les  valeurs 
de  X  doivent  être  égales  dans  ces  deux  équations;  on  a  donc 


et  comme  il  n'y  a  aucune  raison  d'égaler  plutôt  les  racines  a  et  a'  que 
les  racines  a  et  b',  on  a  pareillement 

a  —  b'  =zo.  •■  ■ 

On  voit  ainsi  que  l'équation  finale  en  j  doit  satisfaire  également  aux 
diverses  équations  que  l'on  peut  former  en  retranchant  chacune  des 
racines  a',  b',  c',  ...  des  racines  a,  b,  c,  ...  ;  elle  dfiit  donc  être  le  pro- 
duit de  toutes  ces  équations.  Dans  ce  produit,  les  racines  a,  b,  c,  . . . 
entrent  de  la  même  manière;  il  est  par  conséquent  une  fonction  inva- 
riable de  ces  racines,  qui  peuvent  en  être  éliminées  au  moyen  des 
coefficients  des  puissances  de  x  dans  la  première  équation.  Ce  produit 


C8  LEÇONS  DE  MATHÉMATIQUES 

est  encore  invariable  par  rapport  aux  racines  a' ,  h' ,c' ,  ...  ;  elles  peuvent 
donc  en  être  éliminées,  au  moyen  des  coeftlcients  des  puissances  de  x 
dans  la  seconde  équation;  il  deviendra  ainsi  une  fonction  rationnelle 
et  entière  de  j  et,  en  l'égalant  à  zéro,  on  aura  l'équation  finale  en  y. 

Cette  équation  peut  être  formée  plus  simplement  en  substituant  suc- 
cessivement, au  lieu  de  x,  dans  la  seconde  des  équations  proposées, 
les  racines  a,  b,  c,  ...  et  en  formant  le  produit  des  m  équations  qui 
en  résultent.  Ce  produit  égalé  à  zéro  sera  l'équation  linale  cherchée  et, 
comme  il  est  une  fonction  invariable  des  racines  a,  b,  c,  .. .,  on  pourra 
les  éliminer  au  moyen  des  coefficients  des  puissances  de  x  dans  la  pre- 
mière équation. 

Le  degré  de  l'équation  finale  est  visiblement  égal  à  la  plus  haute 
puissance  dey  dans  le  produit  a"b"c". . .  ;  or,  le  produit  abc. . .  étant  la 
quantité  indépendante  de  x  dans  la  première  des  équations  proposées, 
la  plus  haute  puissance  de  y  qu'elle  contient  est  y"';  la  plus  haute 
puissance  de  y  dans  l'équation  finale  est  donc  y'"";  ainsi,  le  degré  de 
cette  équation,  dans  le  cas  général,  est  égal  au  produit  des  degrés  des 
deux  équations  composantes  et,  dans  aucun  cas,  il  ne  peut  excéder 
ce  produit. 

p  étant  une  des  racines  de  l'équation  finale  on  y,  en  la  substituant 
pourjK  dans  les  deux  équations  proposées,  on  aura  deux  équations  en  x 
qui  auront  pour  diviseur  commun  x  —  q,  q  étant  la  valeur  de  x  corres- 
pondant à  la  valeur  de  p  de  y. 

De  là  résulte  un  nouveau  moyen  d'obtenir  l'équation  finale  en  j;  car 
les  deux  équations  proposées  devant  avoir  un  diviseur  commun  en  x, 
si  l'on  cherche  ce  diviseur  par  les  méthodes  connues,  on  parvient  à  un 
reste  qui  est  une  fonction  de  y  et  qui,  étant  égalé  ù  zéro,  donnera 
l'équation  finale. 

On  peut  encore  parvenir  à  cette  équation  finale  par  la  méthode  sui- 
vante. Multiplions  la  première  des  deux  équations  par  un  polynôme 
en  X  et  jdii  degré  i;  nous  pouvons,  au  moyen  de  la  seconde  équation, 
éliminer  du  produit  toutes  les  puissances  de  x  égales  ou  supérieures 
à  x".  Nous  pouvons,  de  plus,  prendre  ce  polynôme  assez  élevé,  et  ren- 
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fermant  par  conséquont  un  nombre  suffisant  de  coefficients  arbitraires, 
pour  faire  disparaître  à  leur  moyen  les  coefficients  des  diverses  puis- 
sances de  X  qui  resteront  dans  le  produit  après  l'élimination  dont  nous 
venons  de  parler.  Alors  on  aura  l'équation  finale  en  y.  Mais  on  doit 
observer  que  l'on  aurait  pu,  au  moyen  de  la  deuxième  des  équations 
proposées,  faire  disparaître  du  polynôme  toutes  les  puissances  de  x 
égales  et  supérieures  à  a;".  Il  faut  donc,  pour  le  débarrasser  des  coeffi- 
cients inutiles,  n'employer  qu'un  polynôme  multiplicateur  dans  lequel 
ces  puissances  ne  se  rencontrent  point.  Il  est  facile  de  voir  que,  dans 
ce  cas,  le  nombre  de  ses  coefficients  arbitraires  est 


Il  faut  diminuer  ce  nombre  d'une  unité,  parce  que  l'on  peut  concevoir 
le  polynôme  entier  divisé  par  l'un  de  ses  coefficients,  en  sorte  que  le 
nombre  des  coefficients  arbitraires  et  utiles  est 

n(ii  —  /i  -f-  3) 

2 

Le  degré  du  produit  de  la  première  équation  proposée  par  ce  mul- 
tiplicateur est  m-\-  i  et,  quand  on  a  fait  disparaître  de  ce  produit  les 
puissances  de  x  égales  et  supérieures  à  a;",  le  nombre  de  termes  qui 
renferme  x  et  ses  puissances  est 

(  /(  —  T  )  (  2  /??  +  2  J  —  «  4-  2  ) 
2 

Il  faut  que  ce  nombre  soit  égal  à  celui  des  coefficients  arbitraires  pour 
faire  disparaître  ces  termes;  on  a  donc,  pour  déterminer  le  degré  i  du 
polynôme,  l'équation  suivante  : 

[n  —  I )  ( 2 m  -(-  2  j  —  «  -+-  2 )  n{ii  —  «  +  3 ) 

d'où  l'on  tire 
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or,  m  +  /  est  le  degré  de  l'équation  finale  en  y;  ce  degré  est  donc  égal 
au  produit  des  degrés  des  équations  composantes. 

Vous  trouverez  cette  méthode  exposée  dans  un  grand  détail  et  appli- 
quée à  un  nombre  quelconque  d'équations  et  d'inconnues  dans  un  très 
bon  Ouvrage  de  Bezout  qui  a  pour  titre  :  Théorie  des  équations.  L'auteur 
y  démontre,  par  une  application  ingénieuse  du  calcul  aux  différences 
finies,  ce  théorème  général,  savoir  que,  si  l'on  a  un  nombre  quelconque 
d'équations  complètes  entre  un  pareil  nombre  d'inconnues,  le  degré  de 
V équation  finale  résultant  de  l'élimination  de  toutes  les  inconnues,  à 
l'exception  d'une  seule,  est  égal  au  produit  des  degrés  de  toutes  ces 
équations. 

Ce  degré  peut  s'abaisser  quand  les  équations  ne  sont  pas  complètes; 
il  importe  alors  d'avoir  l'équation  finale  la  plus  simple  et  débarrassée 
des  facteurs  étrangers  aux  problèmes  et  qu'introduisen  t  souvent  les  pro- 
cédés de  l'élimination.  Bezout  donne  les  moyens  de  remplir  cet  objet, 
relativement  aux  équations  incomplètes  d'un  grand  nombre  de  formes. 

Cette  méthode  d'élimination  est  un  cas  particulier  d'une  méthode 
générale  connue  sous  le  nom  de  méthode  des  coefficients  indétenninés . 
Souvent  la  forme  des  expressions  des  grandeurs  est  évidente  et  il  ne 
reste  à  connaître  que  les  coeflicients  de  leurs  différents  termes.  On  les 
suppose  arbitraires  et,  en  substituant  ces  expressions  dans  les  équa- 
tions auxquelles  il  faut  satisfaire,  il  en  résulte  des  équations  de  condi- 
tion qui  déterminent  ces  coefficients.  On  fait  toujours  en  sorte  que  le 
nombre  des  équations  de  condition  n'excède  pas  celui  des  coefficients 
arbitraires;  mais,  quoique  cette  égalité  ait  lieu,  il  arrive  quelquefois 
que  les  équations  sont  impossibles.  Ainsi,  la  méthode  des  coeflicients 
indéterminés  doit  être  employée  avec  circonspection,  et  les  consé- 
quences qu'elle  fournit  ne  doivent  pas  toujours  être  admises  sans 
réserve.  La  méthode  précédente  d'élimination  laisse  donc  un  peu  d'in- 
certitude sur  le  véritable  degré  de  l'équation  finale.  D'ailleurs,  elle 
n'est  pas  aussi  directe  que  la  méthode  fondée  sur  la  considération  des 
racines;  il  est  donc  à  désirer  que  l'on  étende  h  un  nombre  quelconque 
d'équations  et  d'inconnues  cette  dernière  méthode  qui,  jusqu'à  pré- 
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sent,  est  restreinte  à   deux   équations  entre   deux   inconnues    ('). 

II  suffit  presque  toujours  de  résoudre  une  des  équations  finales  pour 
avoir  les  autres  inconnues  par  des  équations  du  premier  degré,  ce  qui 
est  visible  par  la  première  des  méthodes  d'élimination  que  nous  venons 
d'exposer.  Cependant,  il  y  a  des  cas  où  quelques-unes  de  ces  inconnues 
ne  peuvent  se  déterminer  au  moyen  de  l'inconnue  de  l'équation  finale 
qu'en  résolvant  des  équations  du  deuxième  degré  et  même  de  degrés 
supérieurs.  C'est  ce  qui  arrive  lorsque  à  une  même  valeur  de  l'inconnue 
relative  à  l'équation  finale  répondent  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
de  valeurs  d'une  autre  inconnue. 

Les  usages  de  l'élimination  sont  fort  étendus.  Pour  en  donner 
quelques  exemples  relatifs  à  notre  objet,  c'est-à-dire  à  la  résolution  des 
équations,  concevons  que  l'on  ait,  entre  plusieurs  racines  d'une  équa- 
tion proposée,  une  relation  quelconque.  Si  l'on  considère  ces  racines 
comme  des  inconnues  déterminées  par  autant  d'équations  résultant 
de  leur  substitution  dans  l'équation  dont  elles  sont  les  racines,  on 
pourra  les  éliminer  toutes  de  la  relation  donnée,  à  l'exception  d'une 
seule;  on  aura  ainsi  une  nouvelle  équation  pour  déterminer  cette 
racine  et,  en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  cette  équa- 
tion et  de  la  proposée,  dans  laquelle  on  substitue  cette  racine,  au  lieu 
de  l'inconnue,  on  aura  la  valeur  de  cette  racine.  On  peut  donc  déter- 
miner, par  ce  moyen,  chacune  des  racines  qui  entrent  dans  la  relation 
donnée.  Mais  on  doit  observer  que,  si  deux  de  ces  racines  y  entrent  de 
la  même  manière  en  sorte  qu'on  puisse  les  changer  l'une  dans  l'autre 
sans  que  la  relation  change,  alors  le  plus  grand  commun  diviseur  sera 
du  deuxième  degré,  il  sera  du  troisième  degré  si  trois  racines  entrent 
de  la  même  manière  dans  la  relation  donnée  et  ainsi  de  suite. 

Si  chaque  racine  d'une  équation  proposée  d'un  degré  pair,  que  nous 
représentons  par  an,  a  une  racine  correspondante  avec  laquelle  elle 
soit  dans  une  relation  donnée,  telle  que  cette  relation  ne  change  point, 
en  y  changeant  ces  deux  racines  l'une  dans  l'autre,  alors  la  résolution 

(')  C'est  co  qu'a  fait  M.  Poisson  dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  XI''  Caiiier  do  ce 
Journal.  {Note  de  l'Jutcur.) 
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de  la  proposée  ne  dépend  que  d'une  équation  du  degré  n.  En  effet, 
X  et  a;' étant  deux  racines  correspondantes  de  cette  équation,  si  l'on 
suppose  X  -^  x'  =^  z  et  si,  dans  la  relation  donnée,  on  substitue  au  lieu 
de  a?' sa  valeur  z — x,  on  aura  une  équation  entre  z  et  a?,  de  laquelle, 
éliminant  a;  au  moyen  de  la  proposée,  on  aura  une  équation  finale  en  z. 
Mais  si  l'on  forme  l'équation  générale  dont  les  racines  soient  les  sommes 
des  racines  de  la  proposée,  prises  deux  à  deux,  on  aura  une  nouvelle 
équation  en  z.  Ces  deux  équations  en  :;  auront,  par  conséquent,  un 
diviseur  commun  qui  sera  du  degré  n,  car  il  n'y  a,  par  la  supposition, 
que  n  couples  de  racines  qui  satisfassent  à  la  relation  donnée.  On  aura 
donc  chacun  de  ces  couples  au  moyen  d'une  équation  du  degré  n.  Main- 
tenant, si  l'on  suppose  que  —  p  soit  l'un  d'eux,  le  facteur  du  deuxième 
degré  x"  -[- px  -\-  q  sera  un  diviseur  de  la  proposée,  q  étant  une  quan- 
tité qu'il  s'agit  de  déterminer.  Pour  cela,  on  divisera  la  proposée  par 
ce  facteur  et,  après  avoir  fait  la  division,  autant  qu'il  est  possible,  on 
égalera  séparément  à  zéro  dans  le  reste  de  la  division  et  le  coefficient 
de  X  et  la  quantité  qui  en  est  indépendante.  On  aura  ainsi  deux  équa- 
tions entre /3  et  q  et,  comme />  est  supposé  connu,  on  aura  q  en  cher- 
chant le  commun  diviseur  de  ces  deux  équations. 

Si  la  proposée,  par  exemple,  est  telle  que  les  coefficients  des  termes, 
également  éloignés  des  extrêmes,  soient  les  mêmes,  ce  qui  constitue 
les  équations  que  l'on  nomme  réciproques,  alors  il  est  clair  que  x  étant 
une  des  racines  de  l'équation,  elle  aura  une  racine  correspondante  x' , 
telle  que  x' =  —•  En  faisant  donc  x-h  -=^  z,  z  sera  donné  par  une 
équation  du  degré  n.  On  obtiendra  facilement  cette  équation  en  obser- 
vant que,  si  l'on  divise  par  x"  tous  les  termes  de  la  proposée  et  si  l'on 
réunit  les  ternies  également  éloignés  des  extrêmes,  on  aura  des  sommes 

do  la  forme /fa;'"  H — ;;],  et  il  est  très  aisé  d'avoir  ces  sommes  en  fonc- 
tions de  -. 

On  voit  ainsi  que  le  choix  des  inconnues  n'est  pas  indifférent  dans 
la  solution  des  problèmes;  si  deux  d'entre  elles,  par  exemple,  sont 
données  par  la  mémo  équation,  il  sera  plus  simple  d'employer  à  leur 
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place  une  nouvelle  inconnue  qui  ait  un  même  rapport  avec  chacune 
d'elles,  telle  que  leur  somme  ou  leur  produit.  (]ette  nouvelle  inconnue 
sera  donnée  par  une  équation  plus  simple.  En  général,  pour  avoir  les 
solutions  des  problèmes  les  plus  élégantes,  il  faut  choisir  les  inconnues 
de  manière  à  obtenir  les  équations  les  moins  élevées  par  des  artifices 
analogues  à  ceux  dont  nous  avons  l'ait  usage  pour  la  résolution  des 
équations. 

On  peut  encore,  au  moven  de  l'élimination,  faire  disparaître  les  radi- 
caux d'une  équation  irrationnelle.  On  égalera  chacun  de  ces  radicaux 
à  une  inconnue  et,  dans  cette  dernière  égalité,  on  fera  disparaître  le 
radical  en  élevant  chaque  membre  de  l'équation  à  une  puissance  conve- 
nable. On  aura  ainsi  plusieurs  équations  rationnelles  entre  le  même 
nombre  d'inconnues  et  l'élimination  donnera  une  équation  finale  et 
rationnelle  qui  ne  renfermera  que  la  première  inconnue. 

On  a  vu  le  peu  de  progrès  que  l'on  a  faits  jusqu'ici  dans  la  résolution 
des  équations  complètes  et  l'on  peut  juger,  par  la  complication  des 
expressions  des  racines  dans  les  degrés  résolus,  du  peu  d'utilité  que 
l'on  retirerait  de  la  résolution  générale  des  équations.  Ces  raisons  ont 
déterminé  les  analystes  à  s'occuper  des  méthodes  d'approximation. 
Voici,  de  toutes  ces  méthodes,  la  plus  naturelle  et  la  plus  simple. 

Si,  après  avoir  fiiit  passer  tous  les  termes  d'une  équation  dans  le  pre- 
mier membre,  on  y  substituait  successivement,  au  lieu  de  l'inconnue, 
tous  les  nombres  tant  positifs  que  négatifs,  il  est  clair  que  ce  membre 
donnerait  une  suite  de  résultats  qui  ne  seraient  nuls  que  dans  le  cas  où 
les  nombres  substitués  seraient  égaux  aux  racines  réelles  de  l'équation. 
Il  est  visible  encore  que,  en  deçà  et  au  delà  de  ces  racines,  les  résultats 
des  substitutions  auraient  des  signes  contraires;  en  substituant  donc 
successivement,  au  lieu  de  l'inconnue,  des  nombres  très  rapprochés, 
on  aura  autant  de  changements  de  signes  dans  les  résultats  qu'il  y  a  de 
racines  réelles  dans  l'équation  proposée. 

Pour  ne  laisser  échapper  aucune  racine  réelle,  il  faut  que  la  diffé- 
rence de  la  progression  des  nombres  que  l'on  substitue  au  lieu  de 
l'inconnue  soit  moindre  que  la  plus  petite  dili'érence  des  ra<;ines.  Si 
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l'on  avait  quelque  incertitude  à  cet  égard,  on  pourrait  former  l'équation 
aux  carrés  des  différences  des  racines  et  chercher  la  valeur  de  la  plus 
petite  racine  positive  de  cette  équation  par  la  méthode  que  nous  allons 
bientôt  indiquer.  La  plus  petite  différence  des  racines  réelles  de  la  pro- 
posée ne  sera  jamais  moindre  que  la  racine  carrée  de  cette  valeur. 

L'équation  étant  préparée  de  manière  que  la  plus  haute  puissance 
de  l'inconnue  ait  l'unité  pour  coefficient,  ce  que  l'on  peut  toujours 
facilement  exécuter,  la  plus  grande  racine  positive  n'excédera  jamais 
le  plus  grand  coefficient  négatif  pris  avec  le  signe  -+-  et  augmenté  de 
l'unité.  Le  plus  grand  des  coefficients  négatifs  de  l'équation,  lorsqu'en 
y  faisant  l'inconnue  négative  on  conserve  l'unité  avec  le  signe  +  pour 
coefficient  de  sa  plus  haute  puissance,  sera,  en  lui  ajoutant  —  i,  la 
limite  des  racines  négatives  de  la  proposée.  Au  moyen  de  ces  théo- 
rèmes le  nombre  des  essais  sera  nécessairement  limité. 

Quand  on  parvient,  par  des  substitutions  successives,  à  deux  résul- 
tats de  signes  contraires,  on  est  assuré  qu'une  des  racines  réelles  de 
l'équation  tombe  entre  les  valeurs  qui,  substituées  pour  l'inconnue,  ont 
produit  ces  résultats;  alors,  en  prenant  une  moyenne  entre  ces  valeurs 
et  en  la  substituant  pour  l'inconnue  dans  l'équation  proposée,  la  racine 
sera  comprise  entre  cette  valeur  moyenne  et  celle  des  deux  valeurs 
extrêmes  qui  ont  donné  un  résultat  de  signe  contraire  au  sien.  Les 
limites  dans  lesquelles  cette  racine  est  comprise  sont  donc  par  là 
resserrées.  En  continuant  ainsi  de  resserrer  ces  limites,  on  parvient  h 
une  valeur  de  la  racine  aussi  approchée  que  l'on  veut. 

Mais,  quand  on  a  une  valeur  déjà  suffisamment  approchée  de  la  racine, 
on  peut  l'obtenir,  par  une  approximation  beaucoup  plus  rapide,  de 
cette  manière  :  on  substituera  dans  l'équation,  au  lieu  de  l'inconnue, 
cette  première  valeur  approchée  plus  une  nouvelle  inconnue  dont  on 
négligera  le  carré  et  les  puissances  supérieures;  on  aura  ainsi,  pour  la 
déterminer,  une  équation  du  premier  degré.  En  l'ajoutant  à  la  première 
valeur  approchée,  on  aura  une  deuxième  valeur  plus  approchée  de  la 
racine.  Si  l'on  fait  le  même  usage  de  cette  deuxième  valeur,  on  aura  une 
troisième  valeur  encore  plus  approchée  et  ainsi  de  suite. 
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Cette  méthode  a  l'avantage  de  s'étendre  à  un  noniI)rc  quelconque 
d'équations  entre  un  pareil  nombre  d'inconnues.  Si  l'on  a  des  valeurs 
suffisamment  approchées  de  ces  inconnues,  alors,  en  substituant  à  leur 
place  ces  valeurs  augmentées  respectivement  d'une  nouvelle  inconnue 
et  en  négligeant  les  carrés  de  ces  nouvelles  inconnues,  elles  seront 
déterminées  par  autant  d'équations  du  premier  degré.  Ainsi,  pour  avoir 
les  valeurs  très  approchées  des  inconnues  dans  les  équations  proposées, 
on  ne  sera  point  obligé  de  recourir  à  l'élimination  qui  souvent  est  très 
pénible.  Entin,  la  même  méthode  s'étend  aux  équations  que  l'on  nomme 
transcendantes  et  dont  je  vous  parlerai  dans  la  suite. 

On  a  imaginé  divers  moyens  pour  avoir  les  premières  valeurs  appro- 
chées des  racines  des  équations;  si  l'on  forme  les  sommes  successives 
des  carrés,  des  cubes,  des  quatrièmes  puissances,  ...,  des  racines,  il 
est  visible  que  la  plus  grande  des  racines,  abstraction  faite  du  signe, 
se  manifestera  d'autant  plus  que  les  puissances  seront  plus  élevées; 
en  divisant  la  somme  des  puissances  m  par  la  somme  des  puissances 
m  —  \,  le  quotient  approchera  beaucoup  de  cette  plus  grande  racine, 
si  le  nombre  ni  et  l'excès  de  cette  racine  sur  chacune  des  autres  sont 
un  peu  considérables.  Mais  on  aura  plus  exactement  cette  racine  en 
extrayant  la  racine  to'''"*  de  la  somme  des  puissances  m  des  racines. 

On  aura,  de  la  même  manière,  la  plus  petite  valeur  approchée  de 
l'inconnue  en  faisant  cette  inconnue  égale  à  l'unité  divisée  par  une 
nouvelle  inconnue.  La  plus  petite  racine  de  l'équation  proposée  devient 
alors  la  plus  grande  racine  de  l'équation  transformée. 

On  peut  encore  déterminer  la  lacine  approchée  des  équations  par  le 
moyen  des  fractions  continues.  Si  l'on  suppose  que  i  et  i  +  k  soient 
deux  nombres  qui,  substitués  dans  l'équation  proposée  au  lieu  de  l'in- 
connue, donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  k  étant  positif  et 
assez  petit  pour  qu'il  n'y  ait  qu'une  racine  réelle  entre  i&{,i-\-  k;  en  fai- 
sant l'inconnue  égale  à  i  plus  l'unité  divisée  par  une  nouvelle  inconnue, 
ou  aura,  pour  déterminer  cette  deuxième  inconnue,  une  transformée 
dont  il  suffira  de  considérer  la  plus  grande  valeur  positive.  Supposons 
qu'elle  tombe  entre  les  deux  nombres  i  et  i' -\-  k',  on  fera  la  deuxième 
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inconnue  égale  à  i'  plus  l'unilé  divisée  par  une  troisième  inconnue.  En 
continuant  ainsi,  on  voit  que  la  valeur  de  la  première  inconnue  sera 
exprimée  par  une  fraction  continue  que  l'on  peut  prolonger  aussi  loin 
que  l'on  veut. 

Cette  méthode  a  l'avantage  de  faire  connaître  les  diviseurs  com- 
mensurables  du  deuxième  degré  de  l'équation  proposée,  en  vertu  de 
cette  propriété  remarquable  des  équations  du  deuxième  degré,  suivant 
laquelle  les  fractions  continues  qui  expriment  leurs  racines  sont 
périodiques. 

Pour  avoir  les  racines  imaginaires  d'une  équation,  représentons  par 
m  ±1  n\J—  I  deux  de  ces  racines,  —  4«"  sera  une  des  racines  de  l'équa- 
tion aux  carrés  des  différences  des  racines;  on  déterminera  donc  les 
racines  négatives  de  cette  dernière  équation,  ce  qui  donnera  la  valeur 
de  n.  En  substituant  ensuite  m  -h  n\/—  i  au  lieu  de  l'inconnue  dans 
la  proposée,  on  égalera  séparément  à  zéro  les  termes  réels  et  les  termes 
imaginaires;  on  formera  ainsi  deux  équations  en  m  dont  le  plus  grand 
commun  diviseur  déterminera  la  valeur  de  m  relative  à  la  valeur 
supposée  pour  n. 

Vous  trouverez  de  plus  grands  détails  sur  ces  objets  dans  les  Mé- 
moires de  Fontaine  et  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Berlin. 

Les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré  peuvent  se  résoudre 
très  simplement  au  moyen  des  Tables  de  sinus;  mais,  comme  cette  mé- 
thode dépend  de  l'application  de  l'Algèbre  ii  la  Géométrie,  nous  remet- 
tons à  l'exposer  quand  nous  traiterons  de  cette  application. 

Il  me  reste  à  vous  dire  un  mot  de  l'analyse  indéterminée.  Dans  cette 
analyse,  les  solutions  des  problèmes  donnent  moins  d'équations  que 
d'inconnues,  ce  qui  rend  ces  solutions  indéterminées;  mais  on  assu- 
jettit les  valeurs  des  inconnues  à  être  ou  rationnelles  ou  des  nombres 
entiers,  ou  enfin  des  nombres  entiers  positifs,  et  ces  conditions  limitent 
ces  valeurs,  en  sorte  qu'elles  sont  quelquefois  en  nombre  fini  et  quel- 
quefois impossibles.  Pour  les  obtenir,  il  faut  employer  des  artifices 
très  difficiles  et  qui,  par  là,  ont  excité  la  curiosité  des  géomètres.  On 
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vous  a  expliqué  l'ingruicusc  méthode  par  laquelle  on  peut  résoudre 
une  équation  du  premier  degré  entre  deux  inconnues.  La  résolution 
des  degrés  supérieurs  doit  oll'iir  de  bien  |)lus  grandes  difficultés;  mais, 
ayant  à  vous  exposer  un  grand  nombre  d'autres  objets  plus  utiles,  je 
me  contenterai  ici  de  vous  indiquer  sur  ces  matières  le  second  volume 
de  V Algèbre  d'I'^uler  et  surtout  les  belles  additions  que  Lagrange  y  a 
jointes. 
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SEPTIÈME   SÉANCE. 

SUR    LA    GÉOMÉTRIE    ÉLÉMEMTAIRE  ;    NOTIONS    SLR    LA    LIMITE; 
PRINCIPES    DE    LA    TRIGONOMÉTRIE    RECTILIGNE    ET    DE    LA    TRIGONOMÉTRIE   SPIIÉRIQUE. 


Pour  bien  connaître  les  propriétés  des  corps  on  a  d'abord  fait 
abstraction  de  leurs  propriétés  particulières,  et  l'on  n'a  vu  en  eux 
qu'une  étendue  figurée,  mobile  et  impénétrable.  On  a  fait  encore 
abstraction  de  ces  deux  dernières  propriétés  générales,  en  considérant 
l'étendue  simplement  comme  figurée.  Les  nombreux  rapports  qu'elle 
présente  sous  ce  point  de  vue  sont  l'objet  de  la  Géométrie.  Enfin,  par 
une  abstraction  encore  plus  grande,  on  n'a  envisagé  dans  l'étendue 
qu'une  quantité  susceptible  d'accroissement  et  de  diminution;  c'est 
l'objet  de  la  Science  des  grandeurs  en  général,  ou  de  l'Arithmétique 
universelle,  dont  nous  nous  sommes  occupés  dans  les  leçons  précé- 
dentes. Ensuite  on  a  restitué  successivement  aux  corps  les  propriétés 
dont  on  les  avait  dépouillés;  l'observation  et  l'expérience  en  ont  fait 
connaître  de  nouvelles;  et  l'on  a  déterminé  les  nouveaux  rapports  qui 
naissaient  de  ces  additions  successives,  en  s'aidant  toujours  des  rap- 
ports précédemment  découverts;  ainsi  la  Mécanique,  l'Astronomie, 
l'Optique,  et  généralement  toutes  les  sciences  qui  s'appuient  à  la  fois 
sur  l'observation  et  le  calcul,  ont  été  créées  et  perfectionnées.  Vous 
voyez  par  là  que  ces  sciences  diverses  s'enchaînent  les  unes  aux 
autres,  et  qu'elles  ont  une  source  commune  dans  la  Science  des  gran- 
deurs, dont  l'utile  influence  s'étend  sur  toute  la  Philosophie  naturelle. 
Cette  méthode  de  décomposer  les  objets,  et  de  les  recomposer  pour  en 
saisir  parfaitement  les  rapports,  se  nomme  Analyse.  L'esprit  humain 
lui  est  redevable  de  tout  ce  qu'il  sait  avec  précision  sur  la  nature  des 
choses. 
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L'étendue  figurée  dont  je  me  propose  de  vous  entretenir  ici  n'existe 
qu'avec  trois  dimensions;  mais,  pour  la  considérer  suivant  la  méthode 
analytique,  on  commence  par  la  dépouiller  de  deux  de  ces  dimensions 
et,  en  la  réduisant  ainsi  à  une  seule,  on  a  l'idée  de  la  ligne.  Si,  dans 
cette  idée,  on  écarter  tout  rapport  avec  deux  dimensions,  on  a  l'idée  do 
la  ligne  droite;  car,  quoiqu'une  ligne  courbe  n'ait  qu'une  dimension, 
cependant  l'idée  de  sa  courbure  suppose  nécessairement  la  considéra- 
tion de  deux  dimensions.  L'extrémité  de  la  ligne  forme  le  point  qui  est 
la  dernière  abstraction  de  l'entendement,  dans  la  considération  de 
l'étendue.  La  sur/ace  est  l'étendue  envisagée  avec  deux  dimensions;  et 
si,  dans  cette  idée,  on  fait  entièrement  abstraction  de  la  troisième,  on 
a  l'idée  du  plan.  Enfin,  l'étendue  avec  ses  trois  dimensions  forme  le 
solide. 

La  ligne  droite  est  la  plus  courte  de  toutes  celles  qu'on  peut  mener 
d'un  point  à  un  autre. 

Si  deux  droites  se  rencontrent  en  deux  points  elles  se  confondent; 
si  elles  ne  se  rencontrent  que  dans  un  point  elles  forment  un  angle 
par  leur  inclinaison  mutuelle. 

Deux  droites  qui,  prolongées  à  l'infini  de  chaque  côté,  ne  se  ren- 
contrent jamais,  sont  parallèles.  Les  perpendiculaires  élevées  sur  l'une 
de  ces  lignes,  et  prolongées  jusqu'à  l'autre  ligne,  sont  toutes  égales» 
Les  parallèles  sont  également  inclinées  sur  une  droite  quelconque. 

La  démonstration  de  ces  propositions  fort  simples  laisse  peut-être 
quelque  chose  à  désirer  du  côté  de  la  rigueur;  mais  leur  seul  énoncé 
produit  la  conviction  la  plus  entière.  Il  ne  faut  donc  pas  dans  l'ensei- 
gnement insister  sur  ce  qui  peut  manquer  encore  à  la  rigueur  des 
preuves  que  l'on  en  donne,  et  l'on  doit  abandonner  celte  discussion  aux 
métaphysiciens  géomètres,  du  moins  jusqu'à  ce  qu'elle  ait  été  suffi- 
samment éclaircie,  pour  ne  laisser  aucun  nuage  dans  l'esprit  des  com- 
mençants. Les  sciences  même  les  plus  exactes  renferment  quelques 
principes  généraux  que  l'on  saisit  par  une  sorte  d'instinct  qui  ne 
permet  pas  d'en  douter,  et  au(|uel  il  est  bon  de  se  livrer  d'abord. 
Après  les  avoir  suivis  dans  toutes  leurs  conséquences,  et  s'être  fortifié 
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l'esprit  par  un  long  exercice  dans  l'art  de  raisonner,  on  peut,  sans 
danger,  revenir  sur  ces  principes,  qui  se  présentent  alors  dans  un 
plus  grand  jour;  et  l'on  risque  moins  de  s'égarer,  en  cherchant  à  les 
démontrer  avec  rigueur.  Si  l'on  insiste  trop  en  commençant,  sur 
l'exactitude  de  leurs  démonstrations,  il  est  à  craindre  que  de  vaines 
subtilités  ne  produisent  de  fausses  idées,  qu'il  est  très  difficile  ensuite 
de  rectifier.  Malheureusement,  les  exemples  de  personnes  égarées 
pour  toujours,  par  ces  subtilités,  ne  sont  pas  rares.  Cependant  on  ne 
peut  se  dispenser  d'une  extrême  rigueur,  dans  l'enseignement  de  la 
Géométrie,  que  relativement  aux  premières  propositions  sur  la  ligne 
droite  et  les  parallèles;  tout  le  reste  doit  être  démontré  de  la  manière 
la  plus  rigoureuse;  car,  s'il  est  utile  d'écarter  les  subtilités  d'une 
fausse  métaphysique,  il  importe  également  d'accoutumer  l'esprit  à 
n'accorder  une  entière  confiance  qu'aux  choses  parfaitement  prouvées; 
et  rien  n'est  plus  propre  à  remplir  ce  double  objet  que  les  démonstra- 
tions exactes  et  sensibles  de  la  Géométrie. 

L'uniformité  de  la  courbure  de  la  circonférence  en  fait  la  mesure  la 
plus  naturelle  des  angles.  En  supposant  le  sommet  d'un  angle  au 
centre  d'un  cercle  dont  le  rayon  représente  l'unité,  cet  angle  peut  être 
pris  pour  l'arc  même,  intercepté  entre  ses  côtés.  Il  n'est  pas  même 
iiécessaire  que  le  sommet  de  l'angle  soit  au  centre,  pour  que  la  circon- 
férence puisse  lui  servir  de  mesure.  En  vertu  d'une  propriété  remar- 
quable du  cercle,  quelle  que  soit  la  position  de  ce  sommet,  l'angle 
sera  toujours  mesuré  par  la  demi-somme  des  deux  arcs  compris  entre 
ses  côtés  prolongés,  si  cela  est  nécessaire,  l'arc  convexe  vers  le  sommet 
étant  pris  négativement. 

L'égalité  de  la  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  à  deux  angles 
droits  est  un  des  résultats  les  plus  utiles  de  la  Géométrie  élémentaire. 
En  général,  dans  un  polygoue  quelconque  qui  n'a  point  d'angles  ren- 
trants, la  somme  de  tous  les  angles  intérieurs  est  égale  à  deux  fois 
autant  d'angles  droits  que  le  polygone  a  de  côtés,  moins  quatre  angles 
droits. 

Une  des  parties  les  plus  importantes  des  éléments  est  la  théorie  des 
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lignes  proportionnelles.  Cette  théorie  est  fondée  sur  la  proposition 
suivante  :  Une  droite,  menée  parallèlement  à  la  hase  d'un  triangle, 
divise  ses  côtés  en  parties  proportionnelles.  Il  est  facile  de  la  démontrer 
quand  un  des  côtés  et  sa  partie  sont  commensurables;  car,  si  l'on  porte 
la  commune  mesure  sur  ce  côté,  et  si  par  les  extrémités  do  toutes  les 
divisions  on  mène  des  parallèles  à  la  base,  on  prouve  aisément  qu'elles 
divisent  le  second  côté  dans  le  même  nombre  de  parties  égales,  cl 
qu'ainsi  l'une  quelconque  de  ces  parallèles  partage  les  deux  côtés  en 
parties  proportionnelles.  Si  le  côté  et  sa  partie  sont  incommensurables, 
nommons  A  et  a  les  deux  côtés  du  triangle  ;  B  et  6  leurs  parties  retran- 
chées par  la  parallèle  à  la  base.  Si  l'on  conçoit  le  côté  A  divisé  dans 
un  nombre  n  de  parties  égales,  et  si  l'on  porte  une  de  ces  parties  sur  B, 
elle  y  sera  contenue  un  certain  nombre  de  fois  avec  un  reste  que  je 
désigne  par  R.  En  menant  donc,  par  l'extrémité  de  B  —  R,  une  droite 
parallèle  à  la  base,  elle  retranchera  du  côté  a  une  partie  h  —  r,  telle  que 


b—r       H  —  r, 
a                A 

d'où  1 

l'on  tire 

B       b       n       r 

A       a       A        a 

Le  nombre  n  pouvant  être  augmenté  h  volonté,  les  restes  R  et  / 

peuvent  être  diminués  à  l'infini;  la  différence  -^ est  donc  plus 

petite  qu'aucune  grandeur  donnée.  ()/•  deux  quantités  dont  on  peut 
prouver  que  la  différence  est  moindre  qu'aucune  grandeur  donnée  sont 
évidemment  égales  entre  elles;  c'est  en  cela  que  consiste  le  premier 
principe  de  la  méthode  des  limites;  on  a  donc 

B       è 

A~  a  ,...,.. 

On  norama  /igures  semblables  celles  qui  ont  les  angles  correspon- 
dants égaux,  et  les  côtés  homologues  proportionnels.  Dans  deux 
triangles,  l'égalité  des  angles  correspondants  entraine  la  proportion- 
nalité des  côtés  homologues,  et  réciproquement. 

OEuvres  de  L.  —  \\\.  II 
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Deux  figures  sont  semblables  quand  elles  sont  formées  d'un  même 
nombre  de  triangles  semblables  et  semblablement  disposés. 

Si  d'un  point  fixe  quelconque  on  mène  des  droites  aux  angles  d'un 
polygone,  et  si  l'on  prolonge  ces  droites  proportionnellement  à  leurs 
extrémités,  on  formera  un  second  polygone  semblable  au  premier. 
Deux  points,  placés  sur  une  droite  menée  par  le  point  fixe  du  même 
côté  et  à  des  distances  de  ce  point  proportionnelles  aux  côtés  des 
polygones,  sont  semblablement  placés  par  rapport  à  ces  polygones; 
deux  droites  terminées  par  des  points  semblablement  placés  sont 
elles-mêmes  semblablement  placées;  elles  sont  homologues  et  pro- 
portionnelles aux  côtés  des  polygones. 

Ainsi  l'on  peut,  dans  un  très  petit  espace,  représenter  exactement 
les  contours  d'une  grande  figure  tracée  sur  un  vaste  terrain,  et  la  posi- 
tion des  objets  qu'elle  renferme.  Si,  des  deux  extrémités  d'une  base 
prise  à  volonté  sur  le  terrain,  on  observe  les  angles  que  les  rayons 
visuels  des  objets  forment  avec  elle;  si  l'on  prend  ensuite  sur  le  papier 
une  ligne  pour  représenter  la  base,  et  que  l'on  mène  par  ses  extrémités 
des  droites  qui  fassent  avec  elle  les  mêmes  angles  que  les  rayons  visuels 
des  objets  font  avec  la  base,  les  points  de  concours  de  ces  droites  déter- 
mineront sur  le  papier  la  position  respective  de  ces  objets;  le  rapport 
de  leur  distance  mutuelle  à  la  base  sera  le  même  dans  les  deux  figures. 
Voilà  une  des  applications  les  plus  usuelles  et  les  plus  utiles  de  la 
Géométrie. 

Considérons  maintenant  les  surfaces.  Celle  d'un  rectangle  est  égale 
au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur.  Pour  avoir  une  idée  juste  de  ce 
que  l'on  doit  entendre  par  le  produit  de  deux  lignes,  il  faut  concevoir 
une  droite  quelconque  prise  pour  unité,  et  considérer  ces  lignes  comme 
des  nombres  abstraits  qui  expriment  les  rapports  de  leurs  longueurs  à 
l'unité  linéaire.  Le  produit  de  ces  lignes  sera  le  carré  formé  sur  l'unité 
linéaire,  répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  produit  des 
deux  nombres  précédents. 

En  général,  on  peut  multiplier  ou  diviser  un  nombre  quelconque  de 
lignes  les  unes  par  les  autres,  extraire  ensuite  les  racines  de  ces  pro- 
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duits  ou  de  ces  quotients;  ces  lignes  étant  considérées  comme  des 
nombres  abstraits,  la  dimension  du  résultat  final  indiquera  l'espèce  de 
ses  unités.  Ainsi,  en  multipliant  quatre  lignes  les  unes  par  les  autres, 
et  extrayant  la  racine  carrée  du  produit,  le  résultat  sera  une  surface 
égale  au  carré  de  l'unité  linéaire,  répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  cette  racine. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  la  surface  du  rectangle  est  le  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur,  quand  l'une  et  l'autre  sont  commensu- 
rables;  si  elles  sont  incommensurables,  on  le  prouvera  par  un  raison- 
nement analogue  à  celui  que  nous  avons  employé  relativement  aux 
lignes  proportionnelles. 

Un  parallélogramme  est  égal  en  surface  au  rectangle  de  même  base 
et  de  même  hauteur.  La  surface  d'un  triangle  est  la  moitié  du  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur.  Les  surfaces  des  figures  semblables  sont 
entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs  lignes  homologues.  Le  carré 
formé  sur  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  formés  sur  ses  côtés.  Si  d'un  point  fixe  on  mène  à  la  circon- 
férence d'un  cercle  une  droite  indéfinie,  le  produit  des  deux  parties  de 
cette  droite,  comprises  entre  le  point  fixe  et  chacun  des  points  où  elle 
rencontre  la  circonférence,  est  toujours  le  même,  quelle  que  soit  la 
position  de  la  droite,  pourvu  qu'elle  passe  par  le  point  fixe;  ce  qui 
fournit  divers  procédés  pour  trouver  une  moyenne  proportionnelle 
entre  deux  lignes  données.  Je  ne  fais  que  vous  rappeler  ces  théorèmes 
qui  vous  sont  bien  connus;  mais  je  dois  observer  que  la  belle  propriété 
des  triangles  rectangles  et  celle  des  triangles  semblables  sont  les  prin- 
cipaux résultats  que  l'Analyse  emprunte  de  la  Géométrie  dans  ses  appli- 
cations. 

La  surface  d'un  polygone  quelconque,  circonscrit  au  cercle,  est  la 
moitié  du  produit  du  rayon  par  le  contour  du  polygone;  d'où  il  suit 
que  les  surfaces  des  polygones  circonscrits  sont  entre  elles  comme 
leurs  périmètres.  Il  en  résulte  encore  que  la  surface  du  cercle  est  le 
produit  du  rayon  parla  demi-circonférence;  mais  ce  passage  du  poly- 
gone au  cercle  mérite  une  attention  particulière.  Il  est  visible  que 
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plus  on  multiplie  les  côtés  du  polygone  circonscrit,  plus  son  périmètre 
approche  en  longueur  de  la  circonférence,  plus  sa  surface  approche  de 
celle  du  cercle.  Ainsi  le  produit  du  rayon  par  le  demi-contour  des 
polygones  successifs  a  pour  limite  le  produit  du  rayon  par  la  demi- 
circonférence,  puisqu'il  en  approche  sans  cesse  et  qu'il  peut  en  différer 
moins  que  d'aucune  grandeur  donnée.  La  surface  de  ces  polygones  a 
pareillement  la  surface  du  cercle  pour  limite;  or  il  est  évident  que  les 
deux  limites  d'une  grandeur  et  de  son  expression  doivent  être  égales 
entre  elles;  c'est  en  cela  que  consiste  le  second  principe  fondamental 
de  la  théorie  des  limites,  principe  qui  peut  s'énoncer  ainsi  :  La  limite 
de  l'expression  d'une  suite  de  grandeurs  est  l'expression  de  la  limite  de 
ces  grandeurs;  la  surface  du  cercle  est  donc  égale  au  produit  du  rayon 
par  la  demi-circonférence. 

La  méthode  dos  limites  sert  de  base  au  Calcul  infinitésimal.  Pour 
faciliter  l'intelligence  de  ce  calcul,  il  est  utile  d'en  faire  remarquer  les 
premiers  germes  dans  les  vérités  élémentaires  qu'il  convient  toujours 
de  démontrer  suivant  les  méthodes  les  plus  générales.  On  donne  ainsi 
à  la  fois  aux  élèves  des  connaissances  et  la  méthode  pour  en  acquérir 
do  nouvelles.  En  continuant  de  s'instruire,  ils  ne  font  que  suivre  la 
route  qui  leur  a  été  tracée,  et  dans  laquelle  ils  ont  contracté  l'habitude 
de  marcher;  et  la  carrière  des  sciences  leur  devient  beaucoup  moins 
pénible.  D'ailleurs  le  système  des  connaissances  liées  entre  elles  par 
une  méthode  uniforme  peut  mieux  se  conserver  et  s'étendre.  Préférez 
donc  dans  l'enseignement  les  méthodes  générales,  attachez-vous  à  les 
présenter  de  la  manière  la  plus  simple,  et  vous  verrez  en  même  temps 
qu'elles  sont  presque  toujours  les  plus  faciles. 

Toutes  les  tentatives  que  l'on  a  faites  pour  déterminer  le  rapport  de 
la  circonférence  au  diamètre  ont  été  infructueuses;  on  est  parvenu  à 
s'assurer  qu'il  est  irrationnel;  mais  ce  rapport  est  maintenant  connu 
avec  une  précision  beaucoup  plus  grande  que  ne  l'exigent  nos  besoins, 
en  sorte  que  le  rapport  rigoureux  n'est  qu'un  objet  de  curiosité.  Pour 
en  avoir  la  valeur  approchée,  on  a  inscrit  et  circonscrit  au  cercle  des 
polygones  réguliers,  en  doublant  continuellement  leurs  côtés,  et  en 


DONNÉES  A  L'ÉCOLE  NORMALE  EN  1795.  85 

déduisant  los  contours  de  ces  polygones,  successivement  les  uns  des 
autres,  ce  qui  peut  se  faire  par  des  procédés  fort  simples.  On  est  ainsi 
parvenu  à  deux  polygones  inscrit  et  circonscrit,  dont  les  contours 
différaient  très  peu  de  la  circonférence  et  la  comprenaient  entre  eux. 
Archimède  a  trouvé  de  cette  manière,  au  moyen  de  deux  polygones  de 
ç)G  côtés,  que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  n'était  ni  plus 
grand  que  3y||,  ni  moindre  que  3  i,  en  sorte  qu'il  est  fort  approchant 
de  celui  de  22  à  7,  et  ce  rapport  suffit  au  besoin  des  arts.  Le  rapport 
plus  approché  de  355  à  1 13  suffît  dans  tous  les  cas. 

Par  une  propriété  remarquable,  le  cercle  est,  de  toutes  les  figures 
qui  ont  le  même  périmètre,  celle  qui  renferme  le  plus  grand  espace. 

La  considération  de  la  ligne  droite  et  de  la  circonférence  donne  lieu 
à  beaucoup  de  problèmes  très  piquants,  dont  on  peut  trouver  des  solu- 
tions fort  élégantes;  un  choix  bien  fait  de  ces  problèmes,  que  l'on  pro- 
poserait à  résoudre  aux  élèves,  exercerait  leur  esprit  d'une  manière 
utile,  et  graverait  dans  leur  mémoire  les  propositions  les  plus  intéres- 
santes de  la  Géométrie. 

Si  l'on  en  croit  plusieurs  historiens  de  l'antiquité,  la  Géométrie  doit 
sa  naissance  à  l'Arpentage;  mais  il  est  plus  vraisemblable  que  les 
besoins  des  arts  ont  fait  découvrir  les  diverses  propositions  géomé- 
triques qui  leur  sont  relatives,  et  que  l'ensemble  de  ces  propositions, 
étendues  et  multipliées  par  les  spéculations  des  philosophes,  a  formé 
la  Géométrie.  La  méthode  qui  se  présente  le  plus  naturellement  pour 
mesurer  la  surface  d'un  grand  terrain  consiste  à  le  dessiner  en  petit, 
et  à  évaluer  la  surface  du  petit  polygone  en  la  réduisant  à  un  carré, 
ce  qui  est  facile;  en  multipliant  ensuite  cette  surface  par  le  carré  du 
rapport  de  deux  lignes  homologues  dans  le  grand  et  dans  le  petit  poly- 
gone, on  a  la  surface  du  plus  grand;  mais  on  peut  l'obtenir  avec  plus 
de  précision,  sans  recourir  ii  la  considération  des  polygones  sem- 
blables. 

La  figure  dont  on  veut  avoir  la  surface  peut  toujours  être  partagée 
en  triangles;  la  mesure  de  leurs  côtés  donnera  leur  surface  au  moyen 
de  ce  théorème  :  La  sur/ace  d'un  triangle  est  égale  à  la  racine  carrée  du 
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produit  de  ces  quatre  lignes,  la  demi-somme  des  côtés,  et  la  différence  de 
cette  demi-somme  à  chacun  d'eux.  11  serait  très  pénible  et  souvent 
impossible  de  mesurer  chacun  des  côtés  de  ces  triangles;  mais,  leur 
longueur  étant  déterminée  par  les  mesures  d'une  base  et  des  angles 
que  font  avec  cette  base  les  rayons  visuels  de  leurs  extrémités  observées 
des  extrémités  de  la  base,  il  ne  s'agit  que  d'avoir  le  rapport  de  cette 
longueur  à  ces  mesures,  et  il  est  aisé  de  voir  que  ce  problème  se  réduit 
à  déterminer  dans  un  triangle  les  angles  et  les  cotés,  lorsque  parmi 
ces  six  grandeurs  on  en  connaît  assez  pour  que  les  autres  soient  déter- 
minées. La  solution  de  ce  problème  est  l'objet  de  cette  branche  de  la 
Géométrie,  que  l'on  a  nommée  Trigonométrie,  et  dont  l'Analyse  même 
a  su  tirer  de  grands  avantages. 

Si  l'on  conçoit  un  triangle  inscrit  dans  un  cercle,  les  côtés  du 
triangle  seront  les  cordes  des  arcs  dont  les  moitiés  mesurent  les 
angles  opposés;  une  Table  qui  donnerait  en  parties  du  rayon  les  lon- 
gueurs des  cordes  correspondant  à  tous  les  arcs,  depuis  zéro  jusqu'à 
la  circonférence,  ferait  donc  connaître  les  rapports  des  côtés  du 
triangle,  au  moyen  de  ses  angles,  et  réciproquement.  C'est  ainsi  que 
l'on  a,  pendant  longtemps,  envisagé  cet  objet;  mais,  puisque  les  angles 
du  triangle  inscrit  n'ont  pour  mesure  que  la  moitié  des  arcs  compris 
entre  leurs  côtés,  il  paraît  plus  simple  de  faire  correspondre  aux  arcs, 
dans  les  Tables,  les  cordes  des  arcs  doubles  ;  et,  pour  ne  pas  considérer 
deux  systèmes  d'arcs  au  lieu  de  ces  cordes,  on  peut  n'employer  que 
leurs  moitiés  qui  se  déterminent  en  abaissant  une  perpendiculaire 
de  l'extrémité  d'un  arc  simple  sur  le  diamètre  qui  passe  par  l'autre 
extrémité. 

Les  Tables  actuelles  sont  fondées  sur  ces  considérations;  et  ce  chan- 
gement, qui  paraît  être  peu  de  chose  en  lui-même,  est  cependant  d'une 
grande  importance,  soit  dans  la  Géométrie,  soit  dans  l'Analyse. 

La  perpendiculaire  dont  je  viens  de  parler  se  nomme  sinus  de  l'arc; 
le  cosinus  est  la  partie  du  diamètre  comprise  entre  le  centre  et  le  sinus  ; 
c'est  le  sinus  du  complément  de  l'arc  au  quart  de  la  circonférence.  On 
a  encore  introduit  dans  la  Trigonométrie  la  considération  des  tan- 
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gentes,  qui  simplifie  souvent  les  calculs.  La  tangente  d'un  arc  est  la 
droite  qui  touche  une  des  extrémités  de  l'arc,  et  qui  se  termine  à  la 
rencontre  du  prolongement  du  rayon  mené  par  l'autre  extrémité.  La 
sécante  de  l'arc  est  le  rayon  ainsi  prolongé.  Les  cotangentes  et  les  cosé- 
cantes  sont  les  tangentes  et  les  sécantes  du  complément  de  l'arc  au 
quart  de  la  circonférence.  Toutes  ces  grandeurs  sont  supposées  divi- 
sées par  le  rayon  que  l'on  prend  pour  unité;  en  sorte  qu'elles  sont  des 
nombres  abstraits.  Il  est  facile  de  voir  que  la  tangente  est  le  rapport 
du  sinus  au  cosinus,  et  que  la  sécante  est  l'unité  divisée  par  le  cosinus. 

Le  signe  de  ces  diverses  grandeurs  mérite  une  attention  particulière. 
Le  sinus  d'un  arc  est  positif  depuis  zéro  jusqu'à  la  demi-circonférence; 
le  cosinus  devient  négatif  ou  prend  une  position  contraire,  quand  l'arc 
surpasse  le  quart  de  la  circonférence.  Si  l'arc  devient  négatif,  son  sinus 
change  de  signe,  et  son  cosinus  reste  le  même.  Ainsi  les  résultats  rela- 
tifs aux  angles  aigus  s'appliquent  aux  angles  obtus,  en  y  changeant 
le  si^ne  de  leurs  cosinus;  les  résultats  relatifs  à  la  somme  des  deux 
angles  s'étendent  à  leur  différence,  en  faisant  un  des  angles  négatif 
et  en  changeant  le  signe  de  son  sinus. 

Quoiqu'un  angle  ne  puisse  jamais  surpasser  deux  angles  droits, 
cependant  les  géomètres,  qui  cherchent  toujours  à  s'élever  aux  plus 
grandes  généralités,  ont  considéré  les  arcs  mesures  des  angles  comme 
pouvant  surpasser  la  demi-circonférence,  et  même  un  nombre  quel- 
conque de  circonférences. 

Au  delà  de  la  demi-circonférence,  les  sinus  tombent  au-dessous  du 
diamètre  qui  passe  par  la  première  extrémité  de  l'arc;  ils  redeviennent 
nuls  quand  l'arc  devient  égal  à  la  circonférence;  ensuite,  ils  sont 
positifs,  et  les  mêmes  que  dans  la  première  moitié  de  la  circonférence. 
Il  suit  de  là  que  le  sinus  d'un  arc  ne  change  point  lorsque  l'arc  aug- 
mente d'un  nombre  quelconque  de  circonférences;  il  ne  fait  que 
changer  de  signe  lorsque  l'arc  augmente  d'un  nombre  impair  de  demi- 
circonférences;  enfin  il  est  le  même  que  le  sinus  d'un  nombre  impair 
de  demi-circonférences,  moins  cet  arc.  Ainsi  à  un  même  sinus  ré- 
pondent une  infinité  d'arcs  différents;  l'équation  entre  l'arc  et  le  sinus 
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doit  par  conséquent  donner  pour  l'arc  une  infinité  de  valeurs;  elle 
n'est  donc  pas  algébrique.  Nous  donnerons,  dans  la  suite,  cette  équa- 
tion décomposée  dans  ses  facteurs  simples. 

Le  cosinus  d'un  arc  est  positif  dans  le  premier  quart  de  la  circon- 
férence et  négatif  dans  le  second  quart;  il  ne  change  point  quand 
l'arc  augmente  d'un  nombre  quelconque  de  circonférences  ;  il  ne  fait 
que  changer  de  signe  quand  l'arc  augmente  d'un  nombre  impair  de 
demi-circonférences. 

Le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  sinus  consiste  en  ce  que 
le  sinus  de  la  somme  de  deux  angles  est  égal  au  produit  du  sinus  du 
premier  par  le  cosinus  du  second,  plus  au  produit  du  sinus  du  second 
par  le  cosinus  du  premier.  Si  l'on  fait  dans  ce  théorème  le  second  angle 
négatif,  il  donne  le  sinus  de  la  différence  de  deux  angles;  si  l'on  aug- 
mente d'un  angle  droit  le  premier  angle,  il  donne  le  cosinus  do  la 
somme  ou  de  la  différence  de  deux  angles.  Ces  divers  résultats  qui  se 
déduisent  d'un  seul  théorème  par  un  changement  convenable  dans 
le  signe  des  grandeurs,  et  qu'il  est  facile  de  démontrer  d'une  manière 
directe,  sont  très  propres  à  faire  comprendre  la  nature  et  les  usages 
des  quantités  négatives. 

On  peut,  au  moyen  de  ces  résultats,  déterminer  successivement  les 
sinus  et  les  cosinus  des  angles  multiples  de  la  dix-millième  partie  de 
l'angle  droit  quand  on  a  ceux  de  ce  petit  angle  que  l'on  obtiendra 
de  cette  manière  :  la  tangente  de  la  moitié  de  l'angle  droit  est  égale 
à  l'unité;  or  la  tangente  de  la  moitié  d'un  angle  est  le  quotient  de  la 
division  par  la  tangente  de  l'angle  de  l'unité  plus  la  racine  carrée  du 
carré  de  la  tangente  augmenté  de  l'unité;  on  aura  donc,  par  une  suite 
de  divisions  successives,  la  tangente  du  quart,  du  huitième,  ...  de 
l'angle  droit;  et  l'on  parviendra  ainsi  à  la  tangente  d'un  angle  très 
petit.  En  observant  ensuite  que  les  tangentes  de  très  petits  angles  sont 
à  fort  peu  près  proportionnelles  à  leurs  arcs,  on  aura  la  tangente  du 
dix-millième  de  l'angle  droit,  et  cette  tangente  pourra  être  prise  pour 
le  sinus  du  même  angle.  On  aura  son  cosinus  en  extrayant  la  racine 
carrée  de  la  différence  du  carré  du  sinus  à  l'unité. 
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C'est  par  do  soniblahlos  procédas  que  les  [)iTmi(''ros  Tables  de  sinus 
et  de  cosinus  ont  été  construiles;  il  a  sul'li  de  les  élciidie  jiis(|u'ii  la 
moitié  de  l'angle  droit,  parce  que  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  angle  sont 
les  mêmes  que  le  cosinus  et  le  sinus  de  son  complément. 

Depuis  l'invention  des  logarithmes,  les  Tables  ne  renfermenl  que 
les  logarithmes  des  sinus,  cosinus,  tangentes,  ...;  car  l'avantage  de 
cette  heureuse  découverte  se  fait  principalement  sentir  dans  l'emploi 
de  ces  quantités,  et  la  première  Table  de  logarithmes  construite  par 
Neper  leur  était  relative. 

Les  Tables  trigonométriques  ne  s'étendent  que  depuis  zéro  jusqu'à 
l'angle  droit,  ou  jusqu'au  quart  de  la  circonférence;  parce  qu'au  delà 
les  sinus,  cosinus,  ...  redeviennent  les  mêmes,  au  signe  près.  Il  est 
donc  naturel  de  regarder  cet  intervalle  comme  l'unité  des  angles,  ainsi 
que  le  rayon  est  considéré  comme  l'unité  des  sinus;  or,  il  est  avanta- 
geux, dans  notre  système  arithméti(]ue,  de  diviser  toutes  les  unités  en 
parties  décimales;  l'angle  doit  donc  être  divisé  de  la  même  manière. 
Déjà  l'on  avait  substitué  la  division  décimale  du  rayon  à  la  division 
sexagésimale  que  les  anciens  avaient  adoptée  pour  le  rayon  et  les 
angles;  mais  on  conservait  la  seconde  de  ces  divisions.  Dans  le  nou- 
veau système  des  poids  et  mesures,  la  division  décimale  a  été  étendue 
aux  angles  eux-mêmes;  et  c'est  sur  ce  partage  si  naturel  de  l'angle 
droit  qu'est  fondé  le  choix  du  mètre,  qui  est  la  dix-millionième  partie 
du  quart  de  la  circonférence  terrestre  dans  le  sens  des  méridiens. 

La  résolution  des  triangles  rectilignes  est  très  facile  au  moyen  des 
Tables  dont  je  viens  de  parler.  Si  l'on  connaît  un  coté  et  les  deux  angles 
adjacents,  on  a  le  troisième  angle,  en  retranchant  de  deux  angles  droits 
la  somme  des  deux  angles  donnés;  on  a  ensuite  les  autres  côtés,  en 
observant  que  les  sinus  des  angles  sont  proportionnels  aux  côtés 
opposés. 

Si  l'on  connaît  deux  côtés  et  l'angle  compris,  on  a  la  somme  des 
deux  autres  angles,  en  retranchant  l'angle  connu  de  deux  angles 
droits;  on  a  leur  différence  par  cette  proportion  :  la  somme  des  deux 
côtés  connus  est  à  leur  différence  comme  la  tangente  de  la  demi- 
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somme  des  angles  opposés  à  ces  côtés  est  à  la  tangente  de  leur  demi- 
différence. 

Si  l'on  connaît  les  trois  côtés  du  triangle,  on  a  les  angles  par  cette 
proportion  :  le  produit  des  deux  côtés  qui  comprennent  un  angle  est 
au  produit  des  deux  restes  que  l'on  obtient  en  retranchant  chacun  de 
ces  côtés  de  la  demi-somme  des  trois  côtés,  comme  l'unité  est  au  carré 
du  sinus  de  la  moitié  de  l'angle  compris  entre  les  deux  côtés. 

Considérons  présentement  l'étendue  avec  ses  trois  dimensions.  La 
rencontre  des  plans  forme  les  angles  solides  des  polyèdres,  comme  la 
rencontre  des  lignes  forme  les  angles  des  polygones.  Deux  plans  qui  se 
rencontrent  se  coupent  suivant  une  droite;  leur  inclinaison  mutuelle 
se  mesure  par  l'angle  que  forment  deux  perpendiculaires  menées,  dans 
chacun  d'eux,  d'un  même  point  de  leur  intersection  commune. 

Une  droite  perpendiculaire  à  deux  droites  menées  dans  un  plan  est 
perpendiculaire  au  plan  même. 

Deux  plans  perpendiculaires  à  une  même  droite  sont  parallèles,  et 
alors  toutes  les  perpendiculaires  menées  d'un  plan  à  l'autre  sont 
égales. 

Par  deux  droites  quelconques  données  de  position  dans  l'espace  on 
peut  toujours  faire  passer  deux  plans  parallèles  dont  la  distance  mu- 
tuelle est  la  plus  courte  distance  de  ces  droites. 

Si  d'un  point  quelconque  dans  l'espace  on  mène  des  droites  à  un 
plan,  elles  seront  coupées  proportionnellement  par  des  plans  parallèles 
au  premier  plan. 

La  somme  de  tous  les  angles  plans  qui  forment  un  angle  solide  est 
moindre  que  quatre  angles  droits. 

Telles  sont  les  propriétés  les  plus  remarquables  des  plans. 

On  nommo  p7-isme  le  solide  dont  les  bases  sont  parallèles  et  dont 
les  arêtes  des  faces  sont  parallèles;  si  les  arêtes  sont  perpendiculaires 
h  la  base  le  prisme  est  droit. 

La  surface  d'un  prisme  droit  quelconque,  sans  y  comprendre  ses 
deux  bases,  est  le  produit  de  sa  hauteur  par  le  contour  de  sa  base, 
résultat  que  l'on  peut  facilement  étendre  aux  cylindres  droits  par  le 
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principe  de  la  théorie  dos  limites  que  nous  avons  exposé  précé- 
demment. 

La  solidité  d'un  prisme  droit,  qui  a  pour  base  un  rectangle,  est  égale 
au  produit  de  sa  hauteur  par  sa  base,  ce  qui  se  démontre  de  la  même 
manière  que  le  théorème  sur  la  surface  du  rectangle;  et  l'on  doit  faire 
ici  une  observation  analogue  à  celle  que  nous  avons  déjà  faite  relati- 
vement au  produit  de  deux  lignes.  On  peut  concevoir  un  prisme  droit 
quelconque,  partagé  en  autant  de  petits  prismes  rectangulaires  qu'il 
y  a  de  petits  rectangles  dans  sa  base,  d'où  il  suit  que  la  solidité  du 
prisme  est  le  produit  de  la  somme  de  tous  ces  rectangles,  c'est-à-dire 
de  la  base  entière  par  sa  hauteur;  il  est  facile  de  faire  voir,  par  les 
principes  de  la  théorie  des  limites,  que  cela  est  généralement  vrai 
dans  le  cas  même  où  la  base  ne  peut  pas  être  partagée  exactement  en 
petits  rectangles. 

Si  le  prisme  est  oblique,  supposons  d'abord  qu'il  soit  triangulaire, 
et  concevons-le  partagé  dans  un  grand  nombre  de  petites  tranches  de 
même  hauteur  par  des  plans  parallèles  à  sa  base;  en  prenant  pour 
chacune  de  ces  tranches  le  prisme  droit  qui  a  la  même  base,  la  diffé- 
rence ne  peut  être  qu'une  partie  de  ce  prisme,  d'autant  moindre  que 
sa  hauteur  est  plus  petite.  Pour  s'en  convaincre,  il  n'est  pas  nécessaire 
d'évaluer  cette  différence;  il  suffit  d'observer  qu'en  la  représentant  par 
un  prisme  droit  rectangulaire,  dont  la  longueur  est  toujours  la  même, 
et  dont  la  hauteur  est  celle  de  la  tranche,  la  largeur  de  ce  prisme 
diminue  à  mesure  que  l'on  augmente  le  nombre  des  tranches;  alors  il 
est  visible  que  le  rapport  de  ce  nouveau  prisme  au  prisme  droit,  qui  a 
même  base  et  même  hauteur  que  la  tranche,  diminue  sans  cesse  et 
devient  moindre  qu'aucune  grandeur  donnée;  le  rapport  de  la  tranche 
au  prisme  droit  de  même  base  et  de  même  hauteur  approche  donc 
sans  cesse  de  l'unité;  or  ce  rapport  est  évidemment  le  même  que  celui 
du  prisme  oblique  entier  au  prisme  droit  de  même  base  et  de  même 
hauteur,  quel  que  soit  le  nombre  des  franches;  ce  dernier  rapport 
(liflère  donc  de  l'unité  moins  que  d'aucune  grandeur  donnée; 
il  est  donc  égal  à  l'unité,  ou,  ce  qui  revient  au    même,  le  prisme 
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oblique  est  égal  au  prisme  droit,  de  même  base  et  de  même  bauteur. 

C'est  sur  de  pareilles  considérations  qne  sont  fondées  les  applica- 
tions du  Calcul  infinitésimal,  comme  on  le  verra  dans  la  suite;  on  y 
néglige  les  quantités  formées  de  deux  dimensions  qui  diminuent  sans 
cesse,  relativement  à  celles  qui  n'ont  qu'une  semblable  dimension; 
mais,  pour  faire  sentir  la  justesse  de  ces  omissions,  et  pour  montrer 
qu'elles  ne  nuisent  point  à  l'exactitude  des  résultats,  il  est  bon  de 
donner  plus  de  développement  aux  démonstrations  de  ce  genre  dans 
les  éléments  de  Géométrie. 

Concevons  donc  que,  par  les  trois  angles  de  la  base  supérieure  d'une 
des  tranches  du  prisme,  on  abaisse  trois  perpendiculaires  sur  sa  base 
inférieure,  et  que  l'on  fasse  passer  trois  plans  par  ces  perpendiculaires 
prises  deux  à  deux;  on  formera  un  prisme  droit  triangulaire,  qui  sera 
égal  au  produit  de  la  base  de  la  tranche  par  sa  hauteur;  on  formera 
ensuite  trois  solides,  dont  la  somme  sera  évidemment  plus  grande  que 
la  différence  entre  le  prisme  droit  et  la  tranche.  Chacun  de  ces  solides 
est  plus  petit  qu'un  prisme  droit  de  même  base  et  de  même  hauteur; 
chaque  base  est  un  parallélogramme  dont  la  longueur  est  le  coté  cor- 
respondant de  la  base  de  la  tranche,  et  dont  la  largeur  est  moindre 
que  l'arête  de  la  tranche;  la  somme  des  trois  solides  est  donc  moindre 
que  le  produit  du  contour  de  la  base  de  la  tranche  par  son  arête  et  par 
sa  hauteur;  la  différence  de  la  tranche,  au  prisme  droit  de  même  base 
et  de  même  hauteur,  est  donc  moindre  que  ce  produit,  et,  par  consé- 
quent, la  différence  entière  de  la  somme  de  toutes  les  tranches,  ou  du 
prisme  oblique,  au  prisme  droit  de  même  base  et  de  mên)e  hauteur, 
est  moindre  que  le  produit  de  la  hauteur  du  prisme  par  le  contour  de 
sa  base  et  par  l'arête  d'une  de  ses  tranches.  En  multipliant  le  nombre 
des  tranches,  on  voit  que  cette  différence  peut  être  supposée  moindre 
qu'aucune  grandeur  donnée;  elle  est  donc  nulle.  Ainsi,  le  prisme 
triangulaire  est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur,  et  il  est 
facile  d'en  conclure  que  cela  est  également  vrai  pour  un  prisme  quel- 
conque et  pour  le  cylindre. 

Une  i)yramidc  est  droite  lorsque  sa  base  est  un  polygone  régulier, 
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doiil  k'  coiitre  et  le  sommet  de  la  pyramide  sont  sur  iiiio  perpoiulicii- 
laire  à  cette  base.  La  surface  d'une  semblable  pyramide,  sans  y  com- 
prendre sa  base,  est  le  produit  du  contour  di;  la  base  par  la  moitié  de 
la  perpendiculaire  menée  du  sommet  sur  un  de  ses  cotés;  d'où  il  suit 
que  la  surface  du  cône  droit  est  le  produit  de  la  moitié  de  son  côté  par 
la  circonférence  de  sa  base. 

Deux  pyramides  triangulaires  de  même  base  et  de  même  hautenr 
sont  égales  en  solidité.  Pour  le  faire  voir,  concevons  les  deux  pyra- 
mides sur  un  même  plan,  et  partagées  en  tranches  de  même  hauteur 
j)ar  des  plans  parallèles  à  la  base;  il  est  facile  de  prouver  que  les  sec- 
tions seront  respectivement  égales  en  surface.  Si  l'on  abaisse  de  chaque 
angle  de  la  base  supérieure  d'une  tranche  de  l'une  des  pyramides  trois 
perpendicidaires  sur  la  base  inférieure,  on  formera  un  prisme  droit 
triangulaire  et  trois  solides,  dont  la  somme  sera  plus  grande  que  la 
différence  entre  la  tranche  et  le  prisme.  La  somme  de  ces  trois  solides 
est  moindre  que  le  produit  du  contour  de  la  base  inférieure  de  la  tranche 
par  sa  hauteur  et  par  la  jilus  grande  de  ses  arêtes;  la  différence  entre 
le  prisme  et  la  tranche  est  donc  moindre  que  le  produit  du  contour  de 
la  base  de  la  pyramide  par  la  plus  grande  arête  de  la  tranche  et  par  sa 
hauteur.  En  considérant  pareillement  la  tranche  correspondante  dans 
la  seconde  pyramide,  on  voit  que  la  différence  entre  le  prisme  droit 
qui  lui  correspond  et  cette  tranche  est  moindre  que  le  produit  du 
contour  de  la  base  de  cette  seconde  pyramide  par  la  hauteur  de  la 
tranche  et  par  la  plus  grande  de  ses  arêtes;  or,  les  deux  prismes  droits 
sont  égaux  dans  les  deux  pyramides,  puisqu'ils  ont  même  base  et 
même  hauteur;  donc  la  différence  des  tranches  correspondantes  dans 
les  deux  pyramides  est  moindre  que  le  produit  de  la  somme  des  con- 
tours des  bases  des  pyramides  par  la  hauteur  des  tranches  et  par  la 
plus  grande  arête  des  mêmes  tranches;  la  différence  entière  des  deux 
pyramides  est,  par  conséquent,  moindre  que  le  produit  de  leur  hau- 
teur par  la  somme  des  contours  de  leurs  bases  et  par  la  plus  grande 
arête  de  leurs  tranches;  or,  le  nombre  des  tranches  pouvant  augmenter 
à  l'infini,  cette  dillérence  peut  être  supposée  moindre  qu'aucune  gran- 
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(leur  donnée;  elle  est  donc  nulle,  et  les  deux  pyramides  sont  égales  en 
solidité. 

Il  est  facile  d'en  conclure,  par  la  décomposition  du  prisme  triangu- 
laire en  trois  pyramides  triangulaires,  qu'une  pyramide  triangulaire 
est  le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur,  et  que  cela  est  géné- 
ralement vrai  pour  une  pyramide  quelconque  et  pour  un  cône. 

Si,  d'un  point  fixe  quelconque,  on  mène  des  droites  ti  tous  les  angles 
d'un  polyèdre  et  qu'on  les  prolonge  proportionnellement  à  leur  lon- 
gueur, en  faisant  passer  des  plans  par  les  extrémités  de  ces  droites,  on 
formera  un  nouveau  polyèdre  semblable  au  premier.  Deux  points  situés 
sur  une  droite  passant  par  le  point  fixe  et  à  des  distances  de  ce  point 
proportionnelles  aux  côtés  homologues  des  deux  polyèdres  seront 
semblablement  placés  relativement  à  chacun  d'eux;  deux  lignes  ter- 
minées par  des  points  semblablement  placés  seront  elles-mêmes  sem- 
blablement placées;  deux  surfaces  planes  terminées  par  des  lignes 
semblablement  placées  seront  semblablement  placées;  enfin,  deux 
solides  terminés  par  des  plans  semblablement  placés  seront  placés 
semblablement. 

Les  lignes  semblablement  placées  sont  proportionnelles  aux  arêtes 
homologues  des  deux  polyèdres  semblables;  les  surfaces  semblable- 
ment placées  sont  proportionnelles  aux  carrés  des  lignes  homologues  ; 
les  solides  semblablement  placés  sont  proportionnels  aux  cubes  des 
mêmes  lignes. 

Quelle  que  soit  la  nature  du  polyèdre,  il  existe  entre  les  nombres 
de  ses  angles  solides,  de  ses  faces  et  de  ses  arêtes  un  rapport  remar- 
(juable.  Si  l'on  nomme  a,  h,  c  ces  trois  nombres,  on  a  généralement 


La  surface  d'un  segment  sphérique,  sans  y  comprendre  sa  base,  est 
égale  au  produit  de  sa  hauteur  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle 
de  la  sphère.  l'our  le  faire  voir,  imaginons  le  segment  partagé  dans  un 
nombre  quelconque  de  tranches  de  même  hauteur  par  des  plans  paral- 
lèles à  sa  base.  Concevons  de  plus  une  suite  de  troncs  de  cônes  droits 
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(le  même  épaisseur  que  ces  tranches,  et  dont  la  surface  touche  ceUe 
(les  tranches  dans  leur  circonférence  moyenne.  Il  est  facile  de  s'assurer 
<|ue  la  surface  de  chaque  tronc  de  cône  est  le  produit  de  sa  hauteur  par 
la  circonférence  d'un  grand  cercle  de  la  sphère;  la  somme  de  ces  sur- 
faces est  donc  égale  au  produit  de  la  hauteur  du  segment  par  cette 
circonférence;  or,  en  multipliant  le  nombre  des  tranches,  cette  somme 
approche  sans  cesse  de  la  surface  du  segment,  et  elle  peut  en  différer 
moins  que  d'aucune  grandeur  donnée;  ainsi  la  surface  du  segment 
sphérique  est  le  produit  de  sa  hauteur  par  la  circonférence  d'un  grand 
cercle;  d'où  il  suit  que  la  surface  entière  de  la  sphère  est  le  produit  de 
son  diamètre  par  sa  circonférence;  elle  est  quadruple  de  la  surface 
d'un  de  ses  grands  cercles,  et  la  même  que  la  surface  extérieure  du 
cylindre  circonscrit;  et,  si  l'on  a  égard  aux  bases  du  cylindre,  la  sur- 
face entière  du  cylindre  est  à  celle  de  la  sphère  comme  3  est  à  2. 

Un  polyèdre  circonscrit  à  la  sphère  peut  être  partagé  dans  autant 
de  pyramides  qu'il  y  a  de  faces,  le  sommet  de  ces  pyramides  étant  au 
centre  de  la  sphère.  La  hauteur  de  toutes  ces  pyramides  est  la  même 
et  égale  au  rayon;  la  solidité  du  polyèdre  est  donc  le  tiers  du  produit 
de  sa  surface  par  le  rayon;  d'où  il  suit,  par  la  théorie  des  limites,  que 
cela  s'étend  à  la  sphère,  dont  la  solidité  est,  par  conséquent,  à  celle  du 
cylindre  circonscrit  comme  2  est  à  3,  ou  en  raison  des  surfaces  de 
ces  corps. 

Ces  beaux  théorèmes,  dus  à  Archimède,  sont  l'un  des  plus  précieux 
monuments  de  l'antiquité.  Leur  connaissance  étant  aujourd'hui  de- 
venue familière,  on  remarque  peu  la  difficulté  que  présentait  alors  la 
comparaison  des  surfaces  convexes  avec  les  surfaces  planes;  cette 
comparaison  est  le  germe  des  découvertes  qui  ont  été  faites  depuis 
dans  la  Géométrie  des  courbes  et  des  surfaces. 

Le  rapport  trouvé  par  Archimède,  entre  les  surfaces  et  les  solidités 
de  la  sphère  et  du  cylindre  circonscrit,  s'étend  au  cône,  et  générale- 
ment à  tous  les  corps  circonscrits  à  la  sphère;  les  solidités  de  tous  ces 
corps  sont  comme  leurs  surfaces,  ce  qui  donne  un  moyen  simple 
d'avoir  la  surface  d'un  cône  droit  coupé  par  un  plan  quelconque. 


50  LEÇONS  DE  MATHÉMATIQUES 

Le  rayon  de  la  sphère  étant  pris  pour  unité,  sa  surlace  équivaut  à 
deux  circonlerences  ou  à  huit  angles  droits.  Cette  comparaison  d'une 
surface  à  un  angle  ne  présente  aucune  difficulté  si  l'on  considère  que 
la  surface  doit  être  divisée  par  le  carré  du  rayon  pris  pour  unité,  et 
que  l'angle  est  l'arc  compris  entre  ses  côtés  divisé  par  le  rayon  ;  la  sur- 
lace et  l'arc  deviennent  ainsi  des  nombres  abstraits,  et  conséquemment 
comparables. 

La  surface  d'un  polygone  sphérique  qui  n'a  point  d'angles  rentrants 
est  égale  à  l'excès  de  la  somme  de  ses  angles  intérieurs  sur  deux  ibis 
autant  d'angles  droits  que  le  polygone  a  de  cotés,  moins  quatre  angles 
droits.  On  suppose  les  côtés  du  polygone  formés  par  des  arcs  de  grands 
cercles,  qui  sur  la  sphère  sont  toujours  les  plus  courtes  lignes  entre 
leurs  points  extrêmes. 

Ce  théorème  donne  une  solution  fort  simple  du  problème  qui  con- 
siste à  déterminer  en  combien  de  manières  on  peut  couvrir  la  surface 
d'une  sphère  avec  des  polygones  égaux  et  réguliers.  Ce  problème 
dépendant  de  l'analyse  indéterminée  va  nous  fournir  une  application 
de  cette  analyse  dont  je  ne  vous  ai  donné  qu'une  idée  très  succincte. 

Soient  x  le  nombre  des  côtés  d'un  des  polygones  réguliers  qui 
recouvrent  la  sphère,  y  le  nombre  des  angles  qui  s'assemblent  autour 

d'un  même  point  et  z  le  nombre  des  polygones.  La  surfece  de  chaque 

S  K 
polygone  sera  —^^  mais  cette  surface  est  égale  à  l'excès  de  la  somme 

de  ses  angles  intérieurs  sur  2  (a;  —  2)  A;  la  somme  de  ces  angles  est  donc 

-^  +  2(,r  —  2)A; 

ainsi  chaque  angle  intérieur  est  égal  à 

8A        2(.r— 2)A 

^  + Tv ^ 

la  somme  des  angles  qui  s'assemblent  autour  d'un  même  point  est 
conséquemment  égale  à 

8yA        ri(x  —  2)7A_ 
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mais  cette  somme  vaut  quatre  angles  droits,  on  a  donc 

équation  indéterminée  dans  laquelle  a?,  y  et  s  sont  des  nombres  entiers 
positifs,  qui  ne  peuvent  pas  être  plus  petits  que  trois.  Quoique  cette 
équation  renferme  trois  variables,  on  va  voir  cependant  qu'elle  ne  peut 
être  satisfaite  que  de  huit  manières.  Elle  peut  se  changer  dans  celle-ci 

4r 


2  j;  —  y{j;  —  a  ) 


Le  dénominateur  de  cette  fraction  ne  peut  être  négatif;  x  ne  doit 
donc  pas  surpasser  2  +  _|_ ,  ;  et,  par  conséquent,  il  ne  peut  pas 
excéder  six.  En  le  supposant  égal  à  trois,  on  a 

4.V 
^       6-/' 

Si  l'on  fait,  dans  cette  équation,  j  =  3,  on  a         ,    ,        ..i^ 

=  =/!; 
si  l'on  fait  j  =  4»  on  a 

:  =  8; 
si  l'on  fait  y  =  5,  on  a 

eniin  si  l'on  fait  y  =  6,  on  a 

ainsi  l'on  peut  recouvrir  la  sphère  avec  quatre,  ou  huit,  ou  vingt,  ou 
une  infinité  de  triangles  équilatéraux. 
Supposons  a;  =  4.  nous  aurons 

Si  l'on  fait  j  =  3,  on  a 

si  l'on  fait  j  =  4. 

-  ;;=  00; 

OEuvrea  de  L.  —  XIV.  l3 
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on  peut  donc  recouvrir  la  sphère  avec  quatre  ou  une  infinité  de  poly- 
gones réguliers  de  quatre  côtés. 
Supposons  x=  a,  nous  aurons 

4.r 


10  — iy 
Si  l'on  fait  j  =  3,  on  a 

s  =:  12; 

on  ne  peut  donc  couvrir  la  sphère  que  d'une  manière  avec  des  poly- 
gones réguliers  de  cinq  côtés. 

Supposons  enfin  x^=6,  nous  aurons 

y 

^~'  '^  —  y' 

Si  l'on  fait  j  =  3, 

5  :;=  os; 

on  ne  peut  donc  couvrir  la  sphère  que  d'une  manière  avec  des  poly- 
gones réguliers  de  six  côtés,  en  les  prenant  en  nombre  infini. 

Si  l'on  ne  considère  que  des  polygones  finis,  on  voit  que  la  sphère 
ne  peut  être  recouverte  avec  des  polygones  égaux  et  réguliers  que  de 
cinq  manières  ;  savoir,  de  trois  manières  avec  des  triangles,  d'une 
manière  avec  des  polygones  de  quatre  côtés,  et  d'une  manière  avec  des 
polygones  de  cinq  côtés. 

Si  l'on  considère  les  polygones  infiniment  petits,  on  a  encore  trois 
manières  de  recouvrir  la  sphère  :  savoir,  avec  des  triangles,  des  carrés 
et  des  hexagones;  or,  si  l'on  suppose  le  rayon  de  la  sphère  infini,  une 
partie  finie  de  la  surface  se  confond  avec  un  plan;  on  ne  peut  donc 
recouvrir  que  des  trois  manières  précédentes  une  surface  plane  avec 
des  polygones  égaux  et  réguliers. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  qu'il  ne  peut  y  avoir  que  cinq  polyèdres 
réguliers  :  savoir,  le  tétraèdre,  le  cube,  l'octaèdre,  le  dodécaèdre  et 
l'icosaèdre;  le  premier,  le  troisième  et  le  cinquième  de  ces  corps  ayant 
des  faces  triangulaires,  les  faces  des  deux  autres  étant  des  carrés  et  des 
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pentagones.  En  effet,  les  faces  d'un  polyèdre  régulier  devant  être  des 
polygones  égaux,  réguliers  et  également  inclinés  les  uns  aux  autres, 
il  est  clair  que  ce  polyèdre  peut  être  circonscrit  à  une  sphère  dont  le 
centre  est  au  point  de  concours  des  perpendiculaires  élevées  du  centre 
de  chaque  surface  sur  son  plan.  Si  l'on  conçoit  des  rayons  menés  de  ce 
centre  à  tous  les  angles  du  polyèdre,  ils  marqueront  sur  la  sphère  les 
angles  des  polygones  réguliers  correspondant  à  chaque  face;  il  doit 
donc  y  avoir  autant  de  corps  réguliers  qu'il  y  a  de  manières  possibles 
de  recouvrir  une  sphère  avec  des  polygones  égaux  et  réguliers. 

Les  polyèdres  qui  répondent  à  l'infinité  des  petits  polygones  régu- 
liers, qui  peuvent  recouvrir  la  surface  de  la  sphère,  se  confondent  avec 
la  sphère  elle-même  que  l'on  peut,  sous  ce  point  de  vue,  considérer 
comme  un  polyèdre  régulier  d'une  infinité  de  faces. 

La  Trigonométrie  sphérique  a  pour  objet  la  détermination  des  angles 
et  des  côtés  d'un  triangle  sphérique,  quand  on  connaît  trois  de  ces  six 
quantités.  Si  l'on  conçoit  des  droites  menées  du  centre  de  la  sphère 
aux  angles  d'un  triangle,  et  si  l'on  coupe  ces  droites  par  un  plan  quel- 
conque, on  formera  une  pyramide  triangulaire;  les  côtés  du  triangle 
sphérique  seront  les  mesures  des  angles  plans  qui,  par  leur  réunion, 
forment  l'angle  solide  du  sommet  de  la  pyramide;  les  angles  de  ce 
triangle  sphérique  sont  les  inclinaisons  mutuelles  des  plans  qui  con- 
courent à  ce  sommet.  Ainsi,  la  considération  des  pyramides  triangu- 
laires pouvait  donner  naissance  à  la  Trigonométrie  sphérique;  mais 
cette  science  doit  son  origine  à  l'Astronomie,  où  elle  est  d'une  néces- 
sité indispensable;  car  l'observateur  projette  sans  cesse  les  astres  sur 
la  surface  d'une  sphère  indéfinie  dont  il  se  fait  le  centre. 

Les  angles  et  les  côtés  d'un  triangle  sphérique  étant  de  même  nature, 
il  parait  plus  naturel  de  chercher  directement  leurs  rapports  que  de 
les  déterminer  au  moyen  de  leurs  sinus  et  cosinus;  mais  les  équations 
entre  les  arcs  et  les  angles  sont  transcendantes  et  fort  compliquées,  au 
lieu  que  les  relations  entre  leurs  sinus  sont  algébriques  et  fort  simples. 

Toute  la  Trigonométrie  sphérique  n'est  que  le  développement  de 
cette  proposition  fondamentale  : 
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Le  cosinus  d'un  côlè  est  égal  au  produit  des  cosinus  des  deux  autres 
côtés,  plus  au  produit  de  leurs  sinus,  multiplié  par  le  cosinus  de  l'angle 
qu'ils  comprennent. 

Je  vous  engage  à  lire  sur  cet  objet  un  excellent  Mémoire  d'Eulor, 
inséré  parmi  ceux  de  l'Académie  des  Sciences  de  Pétersbourg,  pour 
l'année  1779.  Ce  Mémoire,  quoique  très  court,  est  un  traité  complet  do 
Trigonométrie  sphérique. 
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HUITIÈME    SÉANCE. 

SUR  l' APPLICATION  DIÎ  l'aLGÈBRE  A  LA  GÉOMÉTRIE.  DE.  LA  DIVISION  DES  ANGLES. 
THÉORÈMES  DE  COTES.  USAGE  DES  TARLES  TRIGONOMÉTRIQL'ES  POLR  LA  RÉSOLUTION 
DES  ÉQUATIONS.  APPLICATIONS  DE  l'aLGÈBRE  A  LA  THÉORIE  DES  LIGNES  ET  DES  SUB- 
FACES  COURBES. 


L'Algèbre  ayant  pour  objet  la  grandeur  en  général,  il  est  visible 
qu'elle  peut  s'appliquer  à  la  considération  des  lignes,  des  surfaces  et 
des  solides,  et  que  les  diverses  questions  géométriques  peuvent  être 
traitées  par  son  moyen.  11  ne  s'agit  que  de  représenter  les  lignes  par 
les  caractères  algébriques,  et  de  former  les  équations  résultantes  de 
leurs  rapports  qui,  le  plus  souvent,  sont  donnés  par  les  propriétés  des 
triangles  semblables  ou  rectangles  et  par  celles  du  cercle.  Dans  la  solu- 
tion des  problèmes,  une  ou  plusieurs  des  lignes  que  ces  équations  ren- 
ferment sont  des  inconnues,  dont  on  détermine  les  valeurs  par  les 
méthodes  que  l'Algèbre  fournit  pour  résoudre  les  équations.  On  cons- 
truit ensuite  ces  valeurs,  c'est-ii-dire  que  l'on  assigne,  par  des  procédés 
géométriques,  les  lignes  qui  leur  sont  égales.  Ainsi,  l'on  transporte 
dans  la  Géométrie  toutes  les  ressources  de  l'Analyse,  et  l'on  parvient 
sans  peine  à  des  résultats  qu'il  serait  souvent  difficile  d'obtenir  par  la 
Géométrie  seule. 

Les  propriétés  du  cercle  et  des  lignes  praportionnelles  suffisent  pour 
construire  les  expressions  qui  ne  renferment  que  des  racines  carrées. 
Par  exemple,  une  fraction,,  dont  le  numérateur  est  de  la  dimension  n 
et  dont  le  dénominateur  est  de  la  dimension  n  —  2,  exprimant  une  sur- 
face, si  l'on  veut  déterminer  le  côté  du  carré  qui  lui  est  égal,  on  peut 
concevoir  le  numérateur  de  la  fraction  divisée  par/""',  /étant  une 
ligne  prise  à  volonté,  (chaque  terme  de  ce  numérateur  devient  de  la 
première  dimension,  et  l'on  détermine  la  ligne  (ju'il  représente  par  les 
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proportionnelles,  en  observant  que,  /,  a,  b  exprimant  trois  lignes, 

^  est  une  quatrième  proportionnelle  à  ces  lignes.  On  aura  donc  ainsi 

une  ligne  h  égale  à  la  somme  de  tous  les  termes  du  numérateur  divisés 
par/""';  on  aura  pareillement  une  ligne  /égale  à  la  somme  de  tous 
les  termes  du  dénominateur  divisés  par/""';  la  fraction  proposée  sera 

réduite  à  celle-ci,  ^>  ou  a  pf,  p  étant  une  quatrième  proportionnelle 

aux  lignes  /,  h,/.  La  moyenne  proportionnelle  entre/?  et /sera  le  côté 
du  carré  égal  à  la  fraction  proposée. 

On  peut,  en  suivant  ce  procédé,  déterminer  en  lignes,  en  surfaces  et 
en  solides  les  expressions  d'une,  de  deux  ou  de  trois  dimensions  qui 
renferment  des  radicaux  carrés,  et  même  des  radicaux  dont  l'expo- 
sant est  une  puissance  de  deux.  Ainsi  la  racine  de  toute  équation  du 
deuxième  degré  peut  être  construite  au  moyen  du  cercle  et  de  la  ligne 
droite,  c'est-à-dire  avec  la  règle  et  le  compas;  mais  le  cercle  et  la  ligne 
droite,  ou  deux  cercles,  ne  pouvant  se  couper  qu'en  deux  points,  on 
ne  peut  pas,  par  leur  moyen,  construire  les  racines  d'une  équation  du 
troisième  degré  ni  des  racines  cubiques;  en  sorte  que  la  duplication 
du  cube  et  la  trisection  de  l'angle,  problèmes  fameux  dans  l'antiquité, 
sont  impossibles  avec  la  règle  seule  et  le  compas. 

Le  choix  des  inconnues  n'est  point  indifférent  dans  les  problèmes 
géométriques,  et  c'est  de  là  que  dépend  principalement  la  simplicité 
de  leurs  solutions.  La  règle  que  nous  avons  donnée  pour  ce  choix, 
dans  les  problèmes  algébriques,  peut  encore  servir  ici.  Lorsque  deux 
ou  plusieurs  inconnues  sont  déterminées  par  une  même  équation,  il 
ne  faut  pas  choisir  l'une  d'elles  pour  inconnue  principale;  on  doit 
prendre  pour  cette  inconnue  une  ligne  qui  ait  un  même  rapport  avec 
elles,  telle  que  leur  somme  ou  leur  diflérenco,  ou  une  moyenne  pro- 
portionnelle. L'équation  que  l'on  obtient  alors  est  moins  composée  que 
celle  qui  détermine  les  inconnues  du  problème;  elle  en  est  une  réduite 
plus  facile  à  résoudre,  et  qui  donne  aisément  les  valeurs  des  inconnues. 
Supposons,  par  exemple,  que  la  hauteur  d'un  triangle,  sa  base  et  la 
somme  de  ses  deux  côtés  étant  connues,  on  propose  de  déterminer 
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chacun  de  ces  cotés;  il  est  clair  que,  dépendant  de  la  même  manière 
des  quantités  connues,  ils  doivent  être  donnés  par  la  même  équation; 
ainsi,  au  lieu  de  considérer  l'un  d'eux  comme  l'inconnue  principale,  il 
vaut  mieux  prendre  pour  cette  inconnue  leur  différence. 

Parmi  les  diverses  constructions  que  l'on  peut  donner  d'un  même 
problème,  il  en  est  qui  sont  recommandables  par  leur  simplicité  et  leur 
élégance,  et  dont  la  recherche  exige  quelquefois  beaucoup  d'adresse. 
Il  est  utile  dans  l'enseignement  d'exercer  sur  cet  objet  les  élèves. 

Vous  trouverez  un  grand  nombre  de  problèmes  géométriques  résolus 
par  l'Algèbre  dans  Y  Arithmétique  universelle  de  Newton,  Ouvrage  digne 
de  son  illustre  auteur,  soit  par  les  découvertes  qu'il  contient,  soit  par 
les  artifices  au  moyen  desquels  les  solutions  des  problèmes  sont  rame- 
nées aux  équations  les  plus  simples.  Il  importe  d'autant  plus  de  con- 
naître et  de  perfectionner  ces  artifices,  qu'ils  peuvent  seuls  assurer  aux 
solutions  algébriques  la  supériorité  sur  les  solutions  purement  géo- 
métriques qui,  d'ailleurs,  ont  l'avantage  de  ne  faire  jamais  perdre  de 
vue  l'objet  principal,  et  d'éclairer  la  route  entière  qui  conduit  des  pre- 
miers axiomes  ii  leurs  dernières  conséquences.  Mais  je  pense  que 
l'Algèbre  peut  toujours  fournir  les  meilleures  méthodes;  il  ne  s'agit 
pour  cela  que  de  l'appliquer  d'une  manière  convenable,  en  faisant  un 
choix  avantageux  des  inconnues,  et  en  donnant  aux  résultats  la  forme 
la  plus  facile  îi  construire  ou  à  réduire  en  calcul  numérique.  Pour 
employer  commodément  dans  cette  réduction  les  tables  de  logarithmes, 
il  convient  de  décomposer  les  résultats  en  facteurs.  La  recherche  de  la 
solution  la  plus  simple  sous  ce  rapport  est  un  nouveau  problème  qui 
souvent  présente  d'assez  grandes  difficultés,  alors  même  que  le  pro- 
blème principal  n'en  offre  aucune.  C'est  à  les  résoudre  que  l'on  doit 
s'attacher  si  l'on  veut  rendre  utile  l'application  de  l'Algèbre  à  la  Géo- 
métrie; dans  ce  genre,  lorsqu'il  s'agit  de  méthodes  usuelles,  un  abrégé 
de  calcul  est  une  vraie  découverte;  ce  qui  n'a* pas  toujours  été  senti 
par  ceux  qui  ont  essayé  de  substituer  l'Analyse  aux  méthodes  trigono- 
métriques;  et  c'est  pour  cela  que,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  ces 
dernières  méthodes  sont  encore  préférées. 
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Vous  concevez  que,  pour  appliquer  d'une  manière  générale  l'Algèbre 
h  la  Géométrie,  il  était  nécessaire  que  les  quantités,  soit  connues,  soit 
inconnues,  fussent  représentées  par  des  caractères  généraux.  On  n'a 
d'abord  employé  les  lettres  que  pour  exprimer  les  inconnues;  les 
connues  étaient  représentées  par  des  nombres.  Viète  est  le  premier  qui 
ait  eu  l'heureuse  idée  d'exprimer  les  unes  et  les  autres  par  des  lettres. 
L'application  que  ce  grand  analyste  fit  de  l'Algèbre  ainsi  généralisée  à 
la  Géométrie  est  devenue,  par  l'extension  que  Descartes  lui  a  donnée, 
l'une  des  plus  importantes  découvertes  que  l'on  ait  faites  dans  les 
sciences.  Il  semble  aujourd'hui  qu'il  était  facile  d'y  parvenir.  Déjà  vous 
avez  eu  l'occasion  d'observer  que  presque  toujours  les  idées  les  plus 
fécondes  sont  en  même  temps  si  simples  que  l'on  est  tenté  de  les 
regarder  comme  d'heureux  hasards;  mais  ces  hasards,  qui  ne  sont 
jamais  arrivés  qu'aux  hommes  de  génie,  ont  toujours  été  préparés  par 
des  recherches  antérieures.  Nous  ne  pouvons  nous  élever  aux  vérités 
générales  que  par  la  comparaison  des  résultats  particuliers  qu'il  faut 
considérer  longtemps,  et  varier  d'un  grand  nombre  de  manières,  pour 
saisir  ce  qu'ils  ont  de  commun  entre  eux,  et  pour  en  faire  éclore  ces 
grandes  théories  qui  changent  la  face  des  sciences  et  font  époque  dans 
leur  histoire. 

Une  des  applications  les  plus  intéressantes  de  l'Algèbre  à  la  Géo- 
métrie est  celle  qui  a  pour  objet  la  division  des  angles  et  de  la  circon- 
férence en  parties  égales.  L'Analyse  en  ayant  tiré  de  grands  avantages, 
soit  pour  la  décomposition  des  fonctions  en  facteurs,  soit  pour  le 
développement  des  fonctions  en  séries,  soit  pour  la  résolution  des 
équations;  je  vais  vous  l'exposer  en  peu  de  mots. 

X  ci  y  étant  deux  angles  quelconques,  il  est  aisé  de  voir  par  le 
théorème  fondamental  de  la  Trigonométrie  que  le  produit  do 

cosj;±v'' — isinx,        par        cos_y±\/ — isiny 

est  égal  à 

cos(a7  +y)  ±  v' — isin(j;'  -hj). 

De  là  il  résulte,  en  faisant  j  successivement  égal  à  x,  2cc,  3x,  ....  que 
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l'on  a  généralement 

(cosj-  ±  v^ —  I  sin.r)"=  cos/kj'  ±:  y/ —  i  sin/ix. 

Cette  formule,  l'une  des  plus  utiles  de  l'Analyse,  a,  comme  celle  du 
binôme,  l'avantage  de  s'étendre  aux  valeurs  de  n,  entières  et  fraction- 
naires, positives  et  négatives,  irrationnelles  et  même  imaginaires. 

Il  est  facile,  au  moyen  de  cette  formule,  de  développer  une  fonction 
quelconque  de  sinus  et  de  cosinus  de  l'angle  x  en  sinus  et  cosinus  de 
ses  multiples;  pour  cela,  il  suffit  de  substituer  dans  cette  fonction 

-  (cos.r  +  \/ —  1  sina-)  -i —  (cos.r  —  y —  i  sin.r) 

au  lieu  de  cosa;  et 

; (cos;r  +  \/—  I  sinx) (cos.r  —  \/—  i  sin.r), 

2v/—  I 


au  lieu  de  sin.-r;  et  de  développer  ensuite  la  fonction  par  rapport  aux 
puissances  et  aux  produits  de 

coso;  +  \/ —  I  sin.i-        et  de        cosjt  —  y'—  i  sin^i'. 

Ces  puissances  et  ces  produits  se  réduisent  en  sinus  et  cosinus  de  mul- 
tiples de  X,  en  observant  que  le  produit  de 

(cosj:±^ — isiiix)'  par         (cosj-  rp  \/ —  i  siii  J')' 

est  égal  à 

[cos(i' —  i)  .r  dr  \J—  i  ii\n{i' —  i).v]; 

on  aura  ainsi  les  expressions  connues  des  puissances  des  sinus, 
cosinus,  tangentes,  ...  d'un  angle  quelconque.  Vous  trouverez  tous  les 
développements  que  l'on  peut  désirer  sur  cet  objet  dans  Vlnlroduciion 
à  l'analyse  des  in finimenl  petits,  par  Euler,  Ouvrage  excellent,  dont  je 
vous  recommando  la  lecture,  comme  indispensable  à  tous  ceux  (jui 
veulent  faire  des  progrès  dans  l'Analyse. 

OF.uvres  de  L.  —  XIV.  «4 
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La  formule  précédente  donne  un  moyen  simple  de  décomposer  en 
facteurs  le  binôme  x"±a".  Pour  cela,  supposons  x  =^  ay,  et  consi- 
dérons l'équation /"dr  i  =  o.  Si  l'on  y  suppose 

j'  =  cosj:'±^/ — isinj', 
on  aura 

cosna:  ±  ^/ —  i  sin/j^  ^zp  i, 

ce  qui  donne 

cos«.r  =:q:  1 . 

Si  le  signe  -+-  a  lieu,  on  a 

rix  :=  lie, 

i  étant  zéro  ou  un  nombre  entier,  et  c  étant  la  demi-circonférence  dont 
le  rayon  est  l'unité;  on  a  donc  alors 

r>,ic    ,     , .    -iic 

y  =  cos ±  1/  —  I  SHi  • — ■  : 

les  facteurs  de  y  —  i  sont  donc  les  diverses  quantités  que  l'on  obtient 
en  faisant  2t  égal  à  o,  a,  4,  ■  ■  •  jusqu'à  n  ou  n  —  i,  suivant  que  n  est 
pair  ou  impair,  dans  la  fonction 

2  ic        I •    .    2  ic 

les  valeurs  ultérieures  de  2«  reproduisent  les  mêmes  facteurs;  ainsi  la 
fonction 

2 IC  1  te 

X  —  a  cos —  q:  a  v  —  i  sin  — 

représente  les  facteurs  de  x"  —  a". 
Si  l'on  a  cos«>r  =  —  i,  on  aura 

njr  z:z  [2  1  -h  i)c 
et,  dans  ce  cas,  les  facteurs  de  x" +■  a"  seront  compris  dans  la  forme 
X  —  a  cos c±:  a  \'—  i  sni  ^^ c. 
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2f  étant  successivement  égal  à  o,  2,  'i,  . ..  jus(|u'ii  n  —  •>.  ou  /?  —  i. 
suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que  a;"  —  a"  est  égal  à  la  racine  carrée 
du  produit  de  n  facteurs  que  l'on  obtient  en  donnant  à  i  toutes  les 
valeurs,  depuis  i=  o  jusqu'à  i=  n  —  \,  dans  le  trinôme 


et  que  x"-  -\-  a"  est  égal  à  la  racine  carrée  du  produit  des  n  facteurs  que 

l'on  obtient  en  donnant  à  i  toutes  les  valeurs,  depuis  i=o  jusqu'à 

j  =  n  —  I ,  dans  le  trinôme 

(  2  /  -t- 1  ) 

X- —  nax  cos c  -t-  a-, 

n 

Ce  résultat  est  la  traduction  analytique  de  ce  théorème  de  Cotes  : 

Si,  dans  un  cercle,  on  mène  un  diamètre  quelconque;  qu'à  partir 
d'une  des  extrémités  de  ce  diamètre,  comme  origine,  on  diyise  la  circon- 
férence dans  le  nombre  in  de  parties  égales,  et  que  l'on  désigne  par  les 
nombres  o,  i,  2,  3,  ...  ces  divisions,  o  répondant  à  l'origine;  si  d'un 
point  fixe  quelconque  pris  sur  le  diamètre  ou  sur  son  prolongement,  et 
du  même  côté  du  centre  que  l'origine  des  arcs,  on  mène  des  droites  aux 
divisions  o,  i,  2,  ...  ;  le  produit  de  toutes  les  droites  menées  du  point 
fixe  aa.v  nombres  impairs  est  égal  à  la  somme  des  puissances  n,  du 
rayon  et  de  la  distance  du  point  fixe  cai  centre;  le  produit  de  toutes  les 
droites  menées  du  point  fixe  aux  nombres  pairs  o,  2,  ...  est  égal  à  la 
différence  des  mêmes  puissances.  Si  le  point  fixe  est  supposé  de  l'autre 
côté  du  centre,  il  suffit  alors  de  considérer  sa  distance  au  centre  comme 
étant  négative. 

Ce  théorème,  l'un  des  plus  beaux  que  l'on  ait  trouvés  en  Géométrie, 
mérita  à  son  auteur,  qu'une  mort  prématurée  enleva  aux  sciences,  ce 
bel  éloge  de  Newton  :  «  Si  Côtes  eût  vécu,  nous  saurions  quelque 
chose.   » 

Cv  grand  géomètre  ayant  laissé  sans  démonstration  son  théorème. 
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les  géomètres  s'appliquèrent  à  la  rétablir,  et  leurs  recherches  ont 
produit  l'analyse  que  nous  venons  d'exposer. 

Il  en  résulte  que  la  division  de  la  circonférence  en  parties  égales  et 
la  résolution  de  l'équation  a"  —  i  =  o  dépendent  réciproquement  l'une 
de  l'autre;  or,  on  peut  résoudre  cette  équation,  sans  admettre  de  radi- 
caux cubes,  lorsque  n  est  successivement  égal  à  3,  4.  5,  et  à  ces 
nombres  multipliés  respectivement  par  des  puissances  de  2;  on  peut 
donc,  par  la  règle  seule  et  le  compas,  inscrire  et  circonscrire  au  cercle 
des  polygones  réguliers  de  ce  nombre  de  côtés. 

En  général,  m  et  n  étant  premiers  entre  eux,  et  exprimant  le  nombre 
des  côtés  de  deux  polygones  réguliers,  inscrits  ou  circonscrits  au  cercle, 
on  pourra  facilement  inscrire  ou  circonscrire  un  polygone  régulier  d'un 
nombre  mn  de  côtés.  Pour  cela,  on  portera  l'arc  relatif  à  un  côté  du 
polygone  qui  a  le  plus  de  côtés,  sur  l'arc  relatif  à  un  côté  de  l'autre 
polygone,  autant  de  fois  qu'il  y  est  contenu  exactement;  on  portera  le 
reste  sur  le  second  arc,  autant  de  fois  qu'il  y  est  contenu;  on  portera  le 
deuxième  reste  sur  le  premier  reste,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que 
l'on  ne  trouve  point  de  reste.  Le  dernier  reste  sera  la  commune  mesure 
des  deux  arcs;  or  cette  commune  mesure  est  égale  à  — ;  on  pourra 
donc  inscrire  ou  circonscrire  au  cercle  un  polygone  de  mn  côtés. 

De  là,  et  de  la  relation  qui  existe  entre  la  division  de  la  circonférence 
et  la  résolution  des  équations  à  deux  termes,  il  suit  que  les  racines  des 
deux  équations 

X"^  —  1  =  0  et  x"  —  I  ::=  o 

donnent  les  racines  de  l'équation 

X""'  —  I  =:  o. 

En  effet,  la  résolution  de  la  première  de  ces  équations  donne  la  valeur  de 

IC     ,       r .     2C 

cos  —  ±  1/ —  I  SI  11 —  ; 
m  m 

et,  par  conséquent,  celle  de 

rn^ "T-  1/ —  I  k;i  n . 
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/•étant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif,  puisque  cette 
seconde  valeur  est  la  puissance  rde  la  première.  Pareillement,  la  réso- 
l"ution  (le  l'équation  a;"  —  i  =  o  donne  la  valeur  de 

o.r'c         I .    n.r'  c 

cos^ ±  V—  I  sni ) 

Il  ri  ■■     ' 

r'  étant  un  nombre  entier;  on  aura  donc  la  valeur  du  produit  de  ces 
deux  dernières  fonctions,  produit  qui  est  égal  à 


or,  m  et  n  étant  [)remiers  entre  eux,  on  peut  toujours  déterminer  r  et  r' 

en  sorte  que  l'on  ail 

m  -+-  r'  m  z=  i; 

on  aura  donc  ainsi  la  valeur  de 

cos ±  V  —  I  sm^ 

/ii/i  inn 

La  résolution  de  l'équalion  .r"— i^o  donne  toutes  les  racines  /j'^™" 
de  l'unité;  et  l'on  voit  que  les  racines  autres  que  l'unité  sont  les 
puissances  de  cell(>  qui  répond  au  plus  petit  arc.  La  remarque  que 
l'unité  peut  avoir  plusieurs  racines  du  même  ordre,  quoiqu'une  tuite 
immédiate  de  la  formation  des  équations,  ne  parait  avoir  été  bien 
connue  que  dans  ce  siècle.  Elle  montre  que  l'égalité  d'une  même  puis- 
sance de  deux  grandeurs  ne  prouve  point  l'égalité  de  ces  grandeurs; 
de  même  que  la  condition  de  satisfaire  à  une  même  équation  ne  prouve 
point  l'égalité  des  racines.  Cette  réflexion  nous  sera  utile  dans  la  théorie 
des  logarithmes  que  pous  ferons  voir  être  eu  nombre  infini  pour  une 
même  quantité. 

On  peut,  au  moyen  de  ce  qui  précède,  extraire  une  racine  quelconque 
d'une  quantité,  soit  réelle,  soit  imaginaire.  Pour  cela,  considérons  la 
([uantité  p  +  q  \J  —  i;  sa  racine  «'""''  est  égale  à 
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Soit  A  le  plus  petit  des  angles  dont  le  sinus  et  le  cosinus  sont  respec- 
tivement 

1  ,  P 

la  fonction  précédente  sera 

„..,,i[c„s(ïiL±i).^si„(îiliA)], 

/  étant  un  nombre  entier  positif  qui  peut  s'étendre  depuis  «  =  o  jus- 
qu'à i  =  n  —  I. 

Ainsi,  toutes  les  racines  des  fonctions  de  la  forme 


sont  de  la  même  forme,  et  l'on  voit  généralement  que  toute  fonction 
algébrique  d'une  ou  de  plusieurs  imaginaires  de  la  forme 


est  de  la  même  forme  et  peut  se  déterminer  par  la  méthode  précédente. 

Si  n  est  un  nombre  fractionnaire  que  nous  représentons  par  y 

1  angle  - — - —  deviendra -. ;  il  reproduira  donc  les  mêmes  sinus 

et  cosinus  lorsque  i  sera  égal  à  h  ;  ainsi  la  racine  n"'""  n'a,  dans  ce  cas, 
que  h  valeurs  différentes;  mais,  si  n  est  irrationnel,  alors  elle  aune 
infinité  de  valeurs;  car,  i  et  i'  étant  deux  nombres  quelconques,  la 
différence  des  deux  angles 

2Jc-t-A  .  -ii'c  +  A 


ne  peut  jamais  devenir  un  multiple  de  la  circonférence;  les  valeurs 
successives  de  i  ne  finissent  point  par  reproduire  les  mêmes  sinus  et 
cosinus.  Nous  verrons  dans  la  suite  que,  si  n  est  imaginaire,  et  de  la 
forme  p -h  q  \/~  i ,  les  racines  /i'*^"»"  sont  encore  de  la  même  forme. 
Le  cosinus  de  l'angle  ncc  étant  donné,  comme  on  l'a  vu  précédem- 
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ment,  en  puissances  du  cosinus  de  l'angle  a-,  si  l'on  considère  le  pre- 
mier de  ces  cosinus  comme  une  quantité  connue  et  le  second  comme 
une  inconnue,  on  aura,  pour  déterminer  cette  inconnue,  en  supposant 

rt:=COS«.l'  et  /  =  COSj:', 

l'équation 

a  =  2''-'y"  — /i.2"-3y''-'+— ^ i^'—^y'"'' ^ -^. -' 2"-' v"-'-!-.... 

•^  -'  1.2  •"  1.2.3  •" 

Cette  équation  peut  donc  être  résolue  par  la  division  d'un  arc  en 
parties  égales;  et,  si  l'on  nomme  A  le  plus  petit  des  ares,  dont  le  cosinus 

est  a,  les  diverses  valeurs  de  j  seront  exprimées  par  cosf  ^^- — ^  j> 
i  pouvant  s'étendre  depuis  t  =  o  jusqu'à  ?"  =  /z  —  i . 
Il  suit  de  ce  qui  précède  que 

"/-— — =j=  /2'<'H-A\    ,     , .     /2/c-f-A\ 

\la  dz  v'«-  -  I  =  cos  ^ ^^ j  ±  V'-  I  Mil  (^ -^ y 

ce  qui  donne 

(iic-\-K\       I  »/ /  .,  1  "/  ,  , 

y  =  cosi  1  =  -  Y'a  -H  \ja'- —  iH —  \ja  —  \Ja'—  i. 

Ainsi  l'expression  de  j  peut  être  mise  sous  une  forme  indépendante 
des  cosinus  et,  sous  cette  forme,  elle  embrasse  le  cas  où  a  est  plus 
grand  que  l'unité. 

Lorsque  a  est  moindre  que  l'unité,  les  racines  de  l'équation  sont 
toutes  réelles,  et  elles  offrent  la  même  singularité  que  le  cas  irréduc- 
tible des  équations  du  troisième  degré,  celle  d'être  la  somme  de  deux 
imaginaires.  En  effet,  nous  verrons  bientôt  que  l'équation  du  troisième 
degré  est  alors  comprise  dans  la  précédente. 

Les  expressions  du  sinus  et  de  la  tangente  de  l'angle  nx,  en  puis- 
sances du  sinus  et  de  la  tangente  de  l'angle  x,  fournissent  pareille- 
ment des  équations  d'un  degré  indéfini,  qui  peuvent  être  résolues  par  la 
division  de  l'angle  en  parties  égales. 

De  là  résulte  un  moyen  facile  de  résoudre  les  équations  du  troisième 
et  du  quatrième  degré,  en  faisant  usage  des  Tables  de  sinus.  Ce  moyen 
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est  si  commode  que,  malgré  la  facilité  que  préseute  la  résolution  des 
équations  du  deuxième  degré,  il  peut  être  employé  avec  avantage,  rela- 
tivement à  ces  dernières  équations. 

Considérons  l'équation  du  deuxième  degré 

q  étant  positif.  Soit  x  =^z  sjlj,  on  aura 

-±  -  =—  -4 

Si  le  signe  -h  a  lieu,  et  si  ■ — ~  est,  abstraction   faite  du  signe, 

moindre  que  l'unité,  on  fera 

z  =  cosii  -+-  \/ —  I  sin(/, 
et  l'on  aura 

—  P 

COSH  =  j=- 

Les  Tables  des  sinus  feront  connaître  l'angle  u,  au  moyen  de  celte 
équation,  qui  donnera  facilement  le  logarithme  de  cosw;  et,  comme  à 
la  même  valeur  de  cosm  répondent  les  deux  angles  u  et  —  u,  on  aura 
pour  X  deux  valeurs  qui,  dans  ce  cas,  sont  imaginaires. 

Si  ^^^  est,  abstraction  faite  du  sii^ne,  plus  grand  que  l'unité,  on  fera 

2s/q 

z  =z  lang«; 
et  l'on  aura 

I  2 

Z  -{-  -  =  -. , 

:;        sm2« 
d'où  l'on  tire 

i\/q 

sni  2  M  = î-i  • 

P 

Les  Tables  des  sinus  donneront  le  plus  petit  des  angles  qui  répondent 
à  cette  expression  de  sin2if  prise  positivement.  Cet  angle,  affecté  du 
même  signe  que  cette  expression,  sera  la  valeur  de  2m;  mais  au  sinus 
de  211  répondent  les  deux  arcs  2«  et  c  —  211,  c  étant  la  demi-circonfé- 
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ronce;  on  aura  donc,  pour  les  doux  valeurs  de  x. 

Si  l'on  a 

z  —  -  =  =^,  ' 

on  fera  encore  z  =  tang«,  ce  qui  donne 


et,  par  conséquent, 

tanç'2;/ =  — i-^. 

r 

Les  Tables  des  sinus  feront  connaître  le  plus  petit  des  angles  qui 
répondent  à  cette  expression  de  tang2w  prise  positivement;  cet  angle, 
affecté  du  même  signe  que  cette  expression,  sera  la  valeur  de  211.  Mais 
à  la  tangente  de  211  répondent  les  deux  arcs  2u  et  c-h2u;  on  aura  donc 

Considérons  présentement  l'équation  du  troisième  degré 
a;'rp  px  +  (7  =  0, 

p  étant  positif.  Supposons  x  =  r(z  ±:  -  );  nous  aurons 

jc^  zç  p  X  -h  q  =  r^  (z'^  ±  ^j  ±:  {3r^  —  pi)(:  ±  -  j  +7  =  0. 

Soit  /•-'=:  :^o  et  —  \  n^-—  =  2h,  on  aura 
3^  V    p' 

:;'±^  =  2/;. 

Cette  équation  en  z  est  du  sixième  degré,  mais  résoluble  à  la  ma- 
nière de  celles  du  deuxième  degré,  ce  qui  donne  un  nouveau  moyen 
de  résoudre  les  équations  du  troisième  degré. 

OEuvret  de  L.  —  XIV.  l5 
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Supposons  d'abord  que  le  signe  supérieur  ait  lieu  et  que  h,  abstrac- 
tion faite  du  signe,  soit  moindre  que  l'unité;  alors  jq- -p^  est  une 

([uanfité  négative  et  l'équation  proposée  tombe  dans  le  cas  irréduc- 
tible. Si  l'on  fait  s  =  cosf<  ■+-  \/—  i  sinw,  on  aura 


=  2  t  /  4r  cos  (/  ; 


on  aura  ensuite 


:^-+-  —  =  2  cos3«; 


partant,  cos3a  =  /«.  Soit  A  le  plus  petit  des  angles  dont  le  cosinus 
est  h,  et  que  les  Tables  feront  connaître;  on  aura,  pour  3w,  les  trois 
valeurs  A,  2c  -t-  A,  4"^  +  A;  et,  par  conséquent,  les  trois  valeurs  de  ce 
seront 

a?  =:  2  1  /  -irCOS- A, 


Vf 


2C  -h 

A 

3 

4c  + 

A 

Remarquez  bien  ici  l'usage  des  quantités  imaginaires  pour  déter- 
miner les  quantités  réelles;  la  valeur  de  :;  exprime  le  radical  imagi- 
naire dont  la  racine  de  l'équation  du  troisième  degré  est  composée 
dans  le  cas  irréductible;  mais,  sous  cette  forme,  on  voit  clairement 

que  les  imaginaires  disparaissent  de  l'expression  de  r(z-\--ji  qui 

est  égale  à  x.  Ainsi,  la  considération  des  quantités  imaginaires  qui 
embarrassaient  beaucoup  les  premiers  analystes  est  devenue,  par  leur 
comparaison  avec  l'expression  cosa;  ±  y/—  i  sin  x,  facile  et  d'un  grand 
usage  dans  l'Analyse,  et  vous  aurez  occasion  d'en  voir  des  applications 
nombreuses  dans  le  Calcul  infinitésimal. 

Si/(,  abstraction  faite  du  signe,  est  plus  grand  que  l'unité,  on  fera 


langw; 
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alors  on  aura 
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d'où  l'un  tire 


sin2H  =  -r; 


on  aura  donc  ii  par  les  Tables  des  sinus.  Si  l'on  fait  ensuite 
v/taiig«  =:  tangw', 


C'est  la  valeur  réelle  de  ce;  ses  deux  valeurs  imaginaires  sont 

V     3    \  S1112H'  / 

H  nous  reste  à  considérer  le  cas  où  l'on  a 
On  fera,  dans  ce  cas,  —  =  tangw,  et  l'équation 


ilonnera 


langa;/  =  -j-; 


on  aura  donc  l'angle  u  au  moyen  des  Tables.  Soit 

tang«'^  '\hiingii; 
on  aura 

X= ;• 

laiiga^' 
Les  valeurs  imaginaires  de  x  sont 

V     3    \  SU12M'  / 
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La  résolution  des  équations  du  quatrième  degré  dépend  d'une  réduite 
du  troisième  degré;  ses  racines  sont  une  fonction  très  simple  de  celles 
de  la  réduite  ;  on  pourra  donc  les  déterminer  facilement  par  la  méthode 
précédente. 

Vous  voyez  par  ce  qui  précède  que  l'application  de  l'Algèbre  à  la 
Géométrie  a  pour  objet  de  faire  servir  les  méthodes  de  l'Analyse  à  la 
détermination  d'un  ou  de  plusieurs  points  d'après  des  conditions 
données.  Mais,  si  le  nombre  des  équations  qui  résultent  de  ces  condi- 
tions est  insuffisant  pour  la  détermination  de  ces  points,  il  en  existe 
alors  une  infinité  dont  l'ensemble  forme  des  surfaces  ou  des  lignes. 

La  manière  la  plus  simple  de  fixer  la  position  d'un  point  dans  l'espace 
consiste  à  le  rapporter  à  trois  plans  perpendiculaires  entre  eux.  Les 
distances  du  point  à  chacun  de  ces  plans  se  nomment  coordonnées,  et 
les  intersections  mutuelles  des  plans  sont  les  axes  des  coordonnées 
qui  leur  sont  jjarallèlos.  x,  y,  z  exprimant  ces  coordonnées,  s  est  la 
distance  du  point  au  plan  dans  lequel  sont  les  axes  des  x  et  des  y;  la 
rencontre  de  ::  avec  ce  plan  est  la  projection  du  point,  et  y  est  la 
distance  de  celte  projection  à  l'axe  des  x.  Enfin,  a;  est  la  dislance  du 
point  où  la  perpendiculaire jk  à  l'axe  des  x  rencontre  cet  axe,  à  l'inter- 
section commune  des  trois  axes,  intersection  qui  est  l'origine  des 
coordonnées.  Cette  distance  se  nomme  'Aor^  abscisse ,  et  les  deux  autres 
lignes,  jet  z-,  se  nomment  ordonnées.  Si  l'on  considère  comme  posi- 
tives les  coordonnées  prises  d'un  certain  côté  de  leur  origine,  elles 
seront  négatives  prises  du  côté  opposé. 

Si  l'on  n'a  qu'une  équation  entre  les  trois  coordonnées,  la  position 
du  point  est  indéterminée,  et  le  lieu  de  tous  les  points  qui  y  satisfont 
est  une  surfitce  dont  cette  équation  exprime  la  nature. 

Si  l'on  a  deux  équations  entre  ces  trois  coordonnées,  la  position  du 
point  est  encore  indéterminée;  le  lieu  de  tous  les  points  qui  satisfont 
à  ces  équations  est  à  la  fois  sur  les  deux  surfaces  qu'elles  représentent  ; 
elle  est  donc  sur  la  ligne  formée  par  leur  commune  intersection;  et 
cette  ligne  se  nomme  courbe  à  double  courbure  quand  elle  n'est  pas 
située  dans  un  même  plan. 
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Enfin,  si  l'on  a  trois  équations  cntro  les  coordonnéos,  la  position  du 
point  est  déterminée;  et  c'est  sous  ce  point  de  vue  que  nous  venons 
d'envisager  l'application  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie. 

Le  premier  objet  de  l'Analyse  appliquée  à  la  théorie  des  courbes  et 
des  surfaces  est  de  former  leurs  équations  d'après  les  conditions  qui 
les  déterminent.  Par  exemple,  la  circonférence  étant  une  ligne  dont 
tous  les  points  sont  également  éloignés  du  centre,  il  est  facile  d'en 
conclure  que,  a  étant  son  rayon,  y  une  perpendiculaire  abaissée  d'un 
de  ses  points  sur  un  diamètre,  et  x  la  distance  de  cette  perpendicu- 
laire au  centre,  la  coiulilion  dont  il  s'agit  donne,  pour  l'équation  du 
cercle, 

Mais  souvent  ce  problème  présente  de  grandes  difficultés  dont  la 
solution  a  fait  naître  des  théories  importantes.  Ainsi,  la  considération 
dos  lignes  et  des  surfaces,  d'après  la  condition  qu'elles  embrassent, 
sous  la  même  étendue,  le  plus  petit  espace,  a  produit  le  calcul  dos 
variations;  et  les  premiers  éléments  du  calcul  des  dillérences  partielles 
sont  dus  à  la  recherche  des  courbes  qui  coupent,  un  système  donné 
d'autres  courbes,  à  angles  droits. 

Quand  les  équations  sont  formées,  on  peut  lire,  dans  leur  déve- 
loppement, toutes  les  affections  des  surfaces  et  des  lignes  qu'elles 
expriment.  On  peut  déterminer  le  cours  de  ces  surfaces  et  de  ces 
lignes  dans  l'espace,  leurs  branches  infinies,  leurs  inflexions,  leurs 
rebroussements,  leurs  contours,  leurs  nœuds  et  leur  courbure,  leur 
grandeur  et  celle  des  espaces  qu'elles  renferment,  la  position  des  plans 
et  des  lignes  qui  les  touchent,  leurs  plus  grandes  et  leurs  plus  petites 
ordonnées.  Ce  rapprochement  de  la  Géométrie  et  de  l'x^lgèbre  répand 
un  nouveau  jour  sur  ces  deux  sciences;  les  opérations  intellectuelles 
de  l'Analyse,  rendues  sensibles  par  les  images  de  la  Géométrie,  sont 
plus  faciles  à  saisir,  plus  intéressantes  à  suivre.  Cette  correspondance 
fait  l'un  des  plus  grands  charmes  attachés  aux  spéculations  mathéma- 
tiques, et,  quand  l'observation  réalise  ces  images  et  transforme  les 
résultats  ma(hémati(jnes  en  lois  de  la  nature,  quand  ces  lois,  en  eni- 
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brassant  l'univers,  dévoilont  à  nos  yeux  ses  états  passés  et  à  venir  : 
alors  la  vue  de  ce  sublime  spectacle  nous  fait  éprouver  le  plus  noble 
des  plaisirs  réservés  à  la  nature  humaine. 

Considérons  d'abord  les  lignes  courbes.  Elles  sont  algébriques  ou 
transcendantes  suivant  la  nature  de  l'équation  qui  les  exprime;  mais, 
dans  tous  ces  cas.  on  peut  les  considérer  comme  l'intersection  de  deux 
surfaces  représentées  chacune  par  une  équation  entre  les  trois  coordon- 
nées X,  y  et  z.  Si  l'on  élimine  de  ces  équations  une  des  coordonnées, 
c  par  exemple,  on  aura  une  équation  entre  x  et  y.  qui  sera  celle  de  la 
projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  a:  et  des  y.  En  éliminant  y  au 
lieu  de  z,  on  aura  une  équation  entre  x  et  :;,  qui  sera  celle  de  la  projec- 
tion de  la  courbe  sur  le  plan  des  x  et  des  :•;  enfin,  si  l'on  élimine  x, 
on  aura  une  équation  entremet  :;.  qui  sera  celle  de  la  projection  de  la 
courbe  sur  le  plan  des  y  et  des  :;.  Mais  il  est  visible  que,  deux  de  ces 
projections  étant  données,  la  troisième  en  est  une  suite  nécessaire. 

Quoique  la  considération  des  axes  des  coordonnées,  perpendicu- 
laires entre  eux,  soit  la  plus  simple,  cependant  il  est  quelquefois  utile 
de  supposer  que  ces  axes  font  entre  eux  des  angles  quelconques;  en 
changeant  la  position  des  axes,  leur  inclinaison  mutuelle  et  leur  ori- 
gine, les  nouvelles  coordonnées  parallèles  à  ces  axes  seront  données 
en  X,  y,  z  par  des  équations  linéaires  et  réciproquement;  en  sorte  que 
le  degré  des  équations  qui  déterminent  les  courbes  ou  les  surfaces 
restera  toujours  le  même.  C'est  sous  ce  point  de  vue  général  que  nous 
envisageons  les  coordonnées. 

La  nature  des  courbes  à  double  courbure  dépend,  comme  on  vient  de 
le  voir,  de  la  nature  des  courbes  situées  dans  un  même  plan.  Celles-ci, 
quand  elles  sont  rapportées  à  leur  plan,  ne  dépendent  que  d'une  seule 
équation;  lorsqu'elles  sont  algébriques,  on  les  a  distinguées  en  dif- 
férents ordres  relatifs  au  degré  de  l'équation  dont  elles  dépendent. 

On  a  nommé  lignes  du  premier  ordre  celles  dont  l'équation,  entre  les 
coordonnées  x  et  y,  est  du  premier  degré,  et  la  ligne  droite  est  évi- 
demment la  seule  de  cet  ordre.  Les  lignes  du  deuxième  ordre  sont  celles 
dont  l'équation  est  du  deuxième  degré,  et  ainsi  de  suite. 
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Chaque  ordre  présente,  à  mesure  qu'il  s'élève,  une  grande  variété  do 
figures.  Quelquefois  la  courbe  ne  s'étend  que  jusqu'à  certaines  limites, 
au  delà  desquelles  les  ordonnées  ou  les  abscisses  deviennent  imagi- 
naires; ainsi,  dans  l'équation  du  cercle  x-  +  y-=^a-,  l'une  des  coor- 
données étant  imaginaire  quaiul  l'autre  surpasse  a,  la  courbe  est 
renfermée  tout  entière  dans  un  carré  dont  le  côté  est  aa.  Dans 
d'autres  cas,  la  courbe  étend  à  l'infini  plusieurs  ])ranches  dont  le 
nombre  et  la  nature  sont  le  caractère  le  plus  propre  à  distinguer  les 
ordres  en  genres.  Les  branches  infinies  des  courbes  approchent  sans 
cesse  d'une  courbe  beaucoup  plus  simple  qui  lui  sert  d'asymptote,  et 
dont  elle  finit  par  s'éloigner  moins  que  d'aucune  quantité  donnée. 
Cette  propriété  des  courbes  est  commune  à  toutes  les  suites  infinies 
des  grandeurs  qui  dépendent  les  unes  des  autres.  La  détermination  des 
lois  qui  leur  servent  de  limites  est  un  des  objets  les  plus  intéressants 
de  l'Analyse.  Voici  comme  on  y  est  parvenu  relativement  aux  branches 
infinies  des  courbes. 

Si  l'on  conçoit  l'expression  de  l'ordonnéer  de  la  courbe,  développée 
dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  descendantes  de 
l'abscisse  37,  il  est  clair  que  les  termes  qui  renferment  les  puissances 
négatives  de  x  seront  d'autant  moindres  q>ie  cette  abscisse  sera  plus 
grande  et  qu'ils  parviendront  à  être  plus  petits  qu'aucune  grandeur 
donnée.  La  courbe  approchera  donc  sans  cesse  de  celle  qui  est  exprimée 
par  l'expression  do  y  lorsque  l'on  n'a  égard  qu'aux  termes  précédents 
de  la  série,  et  cette  seconde  courbe  sera  l'asymptote  de  la  première. 
Tout  se  réduit  donc  à  former  la  courbe  dont  nous  venons  de  parler,  ce 
qui,  dans  plusieurs  cas,  présente  des  difficultés.  Newton  a  imaginé  un 
procédé  ingénieux  pour  les  résoudre.  Il  consiste  à  partager  un  parallé- 
logramme en  cases  égales  par  des  lignes  menées  parallèlement  à  ses 
côtés.  Eln  supposant  l'un  d'eux  horizontal  et  l'autre  vertical,  on  place 
chaque  terme  de  l'équation  proposée  dans  la  colonne  verticale  dont  le 
rang,  à  partir  du  concours  des  deux  côtés,  est  égal  à  l'exposant  de  ce, 
augmenté  de  l'unité  :  on  le  [)lace  en  même  temps  dans  la  colonne  hori- 
zoutale  dont  le  rang,  à  partir  du  même  point,  est  indiqué  par  l'exposant 
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(le  y  augmenté  de  l'unité.  Cela  fait,  on  dispose  une  règle  de  manière 
qu'elle  passe  par  le  centre  de  deux  cases  qui  renferment  des  termes  de 
l'équation,  en  remplissant  la  condition  de  laisser  au-dessous  tous  les 
termes  qui  ne  sont  pas  sur  sa  direction.  Maintenant,  si  dans  l'équation 
on  supposer  =  Ax',  tous  les  ternies  placés  sur  la  direction  de  la  règle 
renfermeront  les  plus  hautes  puissances  de  x,  et  ces  puissances  seront 
les  mêmes  pour  chacun  d'eux.  En  égalant  leurs  exposants,  on  aura  la 
valeur  de  l'exposant  indéterminé  i;  en  égalant  la  somme  de  leurs  coef- 
ficients à  zéro,  on  aura  la  valeur  de  A. 

Le  terme  Ax'  est  le  premier  terme  de  la  série  descendante  en  x;  on 
aura  le  second  terme  en  supposant  dans  l'équation  y  égal  à  Ax',  plus 
une  nouvelle  variable  jk' dont  on  déterminera,  par  la  même  méthode, 
le  premier  terme  A'x''  de  son  expression,  en  ayant  soin  d'observer  que 
i'  doit  être  moindre  que  i.  En  continuant  ainsi,  on  aura  les  différents 
termes  de  l'expression  de  y.  Souvent,  après  un  certain  nombre  de 
termes,  la  loi  des  exposants  se  manifeste,  et  alors  il  suffit  de  donner, 
aux  termes  de  la  série,  des  coefficients  arbitraires  que  l'on  détermine 
aisément  en  substituant  cette  série  au  lieu  de  y  dans  l'équation  pro- 
posée, et  en  comparant  les  puissances  semblables  de  r. 

Si  la  règle  peut  prendre  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  positions 
différentes,  de  manière  à  remplir  les  conditions  dont  nous  avons  parlé, 
on  aura,  pour  l'expression  dey,  autant  de  séries  différentes  qui  donne- 
ront les  diverses  branches  infinies  de  la  courbe;  mais  la  courbe  n'aura 
aucune  branche  infinie  si  toutes  ces  séries  sont  imaginaires,  et  alors 
on  sera  sûr  qu'elle  ne  s'étend  point  au  delà  de  certaines  limites. 

Il  est  facile  de  conclure  de  ce  qui  précède  que  les  branches  infinies 
d'une  courbe  sont  toujours  en  nombre  pair,  et  que,  si  le  degré  de  son 
équation  est  impair,  elle  a  au  moins  deux  branches  infinies. 

S'il  est  intéressant  de  suivre  la  courbe  dans  ses  branches  infinies,  il 
ne  l'est  pas  moins  de  la  considérer  à  sa  naissance,  et  d'avoir  la  courbe 
la  plus  simple  qui,  dans  ces  points,  coïncide  avec  elle.  Pour  cela,  il 
faut  ordonner  l'expression  de  y  en  série  par  rapport  aux  puissances 
ascendantes  de  .r.   Le  parallélogramme  de  Newton  offre  encore  un 
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moyen  facile  d'y  parvenir;  mais,  au  lieu  de  placer  la  règle  de  manière 
à  laisser  au-dessous  d'elle  tous  les  termes  qui  ne  sont  pas  sur  sa  direc- 
tion, il  faut  alors  la  disposer  de  manière  qu'elle  laisse  ces  termes 
au-dessus. 

Il  n'est  pas  nécessaire,  pour  l'usage  de  ce  parallélogramme,  que  les 
exposants  des  puissances  de  x  et  de  y  soient  des  nombres  entiers 
positifs;  ils  peuvent  être  fractionnaires  et  même  négatifs.  Dans  tous 
les  cas,  il  suffit  de  placer  chaque  ternu'  au  point  du  concours  des 
deux  lignes  parallèles  aux  cotés  du  parallélogramme  qui  répondent  aux 
exposants  de  x  et  de  v.  Au  reste,  sans  recourir  à  ce  moyen  mécanique, 
on  peut,  par  le  calcul,  former,  d'une  manière  encore  plus  simple,  les 
séries,  soit  ascendantes,  soit  descendantes,  de  l'expression  de  v;  et 
c'est  ce  que  Lagrange  a  fait  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Berlin. 

La  considération  de  l'expression  de  y  en  série  ascendante  sert  à 
déterminer  la  courbe  d'une  nature  donnée,  qui  coïncide  avec  la  pro- 
posée, dans  un  de  ses  points  quelconques,  et  que  l'on  nomme  courbe 
oscidatricc.  x  et  y  étant  les  deux  coordonnées  du  point,  changeons, 
dans  l'équation  de  la  courbe,  a- dans  a;  +  a-'et  ydans  y+y';  les  termes 
indépendants  de  x'  et  do  y' disparaîtront  par  la  nature  de  l'équation,  et 
l'on  aura  une  nouvelle  équation  cuire  a?'  Qly';  d'où  l'on  tirera  pour  y' 
une  expression  en  série  de  cette  forme 

y'  =:  \a;'  -+-  B  x'^  -i-  Ci-"  +  .  .  . , 

A,  B,  C,  ...  étant  des  fonctions  connues  de  x  et  de  j'.  On  représentera 
ensuite,  de  la  manière  la  plus  générale,  l'équation  de  la  courbe  oscu- 
latrice,  en  supposant  que  ses  coordonnées  soient  x -\- x'  ol.  y -\- y' ,  et 
(jue  les  constantes  arbitraires  dont  elle  dépend  soient  des  fonctions 
de  .r  et  de  y  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Alors,  en  réduisant  celte  équa- 
tion dans  une  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  et  aux  pro- 
duits de  x'  et  de  y,  elle  deviendra  de  cette  forme 

o  =r  II  -^  L .x'  +  M /' -)-  N x'2 -t-  P .t'y' ^-  o j'2 -h . . . , 

OEuwres  de  L.  —  XIV.  l6 
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H,  L,  M,  N,  . . .  étant  des  fonctions  connues  de  x,  y  et  des  arbitraires 
de  la  courbe  osculatrice. 

Le  point  de  la  courbe  proposée,  déterminé  par  les  coordonnées  x 
cl  y,  devant  appartenir  à  la  courbe  osculatrice,  on  a  d'abord  H  =  o 
et,  par  conséquent, 

o  =  Lx'-f-  Mj-'-l-  Nj:'^4-.  .  .; 

d'où  l'on  tire  pour  j'  une  expression  de  cette  forme 
j'=  Rx'+  Sj.''-4-.  . ., 

R,  S,  . . .  étant  des  fonctions  de  x,  y  et  des  arbitraires  de  la  courbe 
osculatrice.  Maintenant,  si  le  nombre  de  ces  arbitraires  esti,  on  pourra 
faire  coïncider  les  (i—i)  premiers  termes  de  cette  série  avec  les  {i—  i) 
premiers  termes  de  l'expression  de  j'  relative  à  la  courbe  proposée;  on 
aura  alors,  pour  déterminer  les  t  arbitraires,  les  i  équations 

o=rH,        A  =  R,        B  =  S 

L'ordonnée  y'  de  la  courbe  osculatrice  ayant  le  plus  grand  nombre  de 
termes  qu'il  est  possible,  communs  avec  ceux  de  l'ordonnée  y'  de  la 
courbe  proposée,  il  est  évident  qu'elle  est  de  toutes  les  courbes  de  la 
même  nature  celle  qui  approcbe  le  plus  de  coïncider  avec  la  proposée 
à  l'origine  des  x'.  Vous  verrez  dans  la  suite  que  tout  l'art  du  Calcul 
différentiel  consiste  ii  former,  d'une  manière  générale  et  simple,  les 
termes  des  séries  dont  je  viens  de  parler,  et  à  exprimer,  au  moyen 
d'un  caractère  particulier,  la  loi  suivant  laquelle  ils  dépendent  de  la 
variable  y  considérée  comme  fonction  de  x,  en  sorte  que  cette  loi 
puisse  entrer  dans  les  expressions  et  dans  les  équations,  indépendam- 
ment de  la  connaissance  de  j'  en  fonction  de  x;  vous  verrez  encore  que 
l'objet  du  Calcul  intégral  est  de  remonter  de  ces  équations  à  la  valeur 
même  de  la  fonction  y. 

La  solution  du  problème  précédent  embrasse  tout  ce  qui  concerne 
les  tangentes  et  les  rayons  de  courbure  ;  car  il  est  clair  qu'il  suffit  d'y 
supposer  que  la  ligne  osculatrice  est  une  droite  ou  un  cercle.  Repré- 
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sentons  par  j  = /<(a; -+-a)  l'i-qnation  de  la  tangente;  x -^  a  sera  la 
sous-taneente,  et  l'on  aura 


y 


/(' 
si  Ton  change  x  dans  x  -\-  x'  H  y  dans  y  +y',  on  aura 

En  comparant  cette  expression  de  y'  avec  celle-ci, 

y—kx'+^x'^-h..., 

relative  à  la  courbe  proposée,  on  aura 

A  =  A 

et,  par  conséquent,  la  sous-tangente  est  égale  à  ■^• 

Si  la  courbe  osculatrice  est  un  cercle,  en  nommant  R  son  rayon  cl 
a  et  b  les  coordonnées  de  son  centre,  coordonnées  que  nous  supposons 
ici  perpendiculaires  entre  elles,  ainsi  que  x  et  j,  on  aura,  par  la  nature 

du  cercle, 

(a  —  a-Y+{b—yy—W=o; 

en  changeant  x  dans  a;  4-  a;'  et  j  dans  y  -\-  y',  on  aura 

,       (x—a\     ,       (a  —  x)-+(b—yy-     , 

Cette  expression  de  y'  comparée  à  celle-ci, 

y'=kx'  +  Yix'-  +  .  .  ., 


X  —  a 


•  A-         ("-■'•)-+(''>-/)-  ^g 


d'où  l'on  tire 


b—y  '  2(6—/)' 

(i4-AM^ 


R=: 


x  —  A 


2B 

i  +  A^ 


b  —y  -\ ïj 

2» 
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On  aura  donc  ainsi  la  position  ot  la  grandeur  de  la  circonférence 
osculatrice  à  un  point  quelconque  de  la  courbe  proposée.  Les  centres 
de  ces  diverses  circonférences  formeront,  par  leur  continuité,  une  nou- 
velle courbe  dont  les  coordonnées  seront  a  et  b;  or  on  peut,  au  moyen 
des  expressions  précédentes  de  a  et  de  i  en  x  et  y,  déterminera-  et  j  en 
fonctions  de  a  et  de  h;  en  substituant  donc  ces  valeurs  dans  l'équation 
de  la  courbe  proposée,  on  aura  une  équation  entre  a  ci  h  qui  sera  celle 
de  la  nouvelle  courbe.  Pour  en  concevoir  la  nature,  imaginons  que, 
d'un  point  quelconque  et  avec  un  rayon  quelconque  R,  on  décrive  un 
très  petit  arc  de  cercle;  que  l'on  prolonge  le  rayon  extrême  de  ce  petit 
arc,  de  manière  à  former  un  second  rayon  R',  et  qu'avec  ce  rayon  on 
décrive  un  nouvel  arc;  que  l'on  prolonge  encore  le  rayon  extrême  de 
cet  arc,  de  manière  à  former  un  troisième  rayon  R"  avec  lequel  on 
décrira  un  troisième  arc,  et  ainsi  de  suite;  on  formera  une  série  d'arcs 
de  cercle  qui  se  toucheront  par  leurs  extrémités,  et  dont  les  centres 
seront  les  sommets  des  angles  d'un  polygone  qui  aura  pour  côtés  les 

différences  R'—  R,  R"  —  R', Si  l'on  imagine  ce  polygone  enveloppé 

d'un  fil  tel  que  sa  partie  extrême  soit  dirigée  suivant  le  premier  côté 
du  polygone  et  s'étende  de  la  quantité  R  au  delà  de  ce  polygone;  en 
développant  ce  fil  de  dessus  le  polygone,  il  décrira  la  suite  des  arcs 
que  nous  venons  de  considérer.  Maintenant,  plus  les  arcs  seront  petits 
plus  leur  suite  approchera  d'une  courbe  continue  dont  ils  seront  les 
arcs  osculateurs,  et  plus  le  polygone  approchera  de  la  courbe  formée 
par  les  centres  des  circonférences  osculatrices  :  les  deux  courbes  sont 
donc  les  limites  des  suites  des  arcs  et  des  polygones,  cl  tout  ce  qui  a 
constamment  lieu  dans  ces  suites  a  lieu  également  pour  ces  courbes. 
Ainsi  l'on  peut  concevoir  une  courbe  quelconque  comme  étant  formée 
par  le  développement  d'un  fil  qui  enveloppe  la  courbe  formée  par  les 
centres  de  ses  cercles  osculateurs.  On  nomme  cette  dernière  courbe 
développée;  la  première  se  nomme  développante.  On  voit  par  là  qu'un 
arc  quelconque  de  la  développée  est  égal  à  la  différence  des  deux  rayons 
de  courbure  de  la  développante  correspondant  aux  deux  extrémités  de 
cet  arc;  or,  la  développante  étant  une  courbe  algébrique,  on  a,  par  ce 
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qui  précède,  ses  rayons  de  courbure  et  la  nature  de  sa  développée 
exprimée  par  une  équation  alsj;ébrique;  on  aura  donc  ainsi  une  infinité 
de  courbes  algébriques  rectifiables,  c'est-à-dire  telles  que  l'on  pourra 
déterminer  une  ligne  droite  de  mémo  longueur  qu'une  portion  quel- 
conque de  leur  circonférence. 

Aux  points  multiples  d'une  courbe  iilusieurs  de  ses  brandies  se 
rencontrent,  et  l'on  a  plusieurs  valeurs  de  y' correspondant  à  la  même 
valeur  de  x  ;  ainsi,  en  cbangeant,  dans  l'équation  de  la  courbe  pro- 
posée, a?  dans  x  +  œ'  et  v  dans  v+ y',  et  en  développant  cette  équation 
en  série,  les  termes  indépendants  de  x'  et  de  y'  disparaîtront  par  la 
nature  de  cette  équation;  et,  dans  le  cas  d'un  point  double,  les  coeffi- 
cients de  ic'et  de  y'  seront  nuls,  soit  par  eux-mêmes,  soit  en  vertu  de 
la  même  équation.  Dans  le  cas  d'un  point  triple,  ces  coefficients  et 
ceux  de  x'^,  x'j'  oiy'-  seront  nuls,  et  ainsi  de  suite;  ce  qui  détermi- 
nera les  valeurs  de  x  et  de  y  correspondant  à  ces  points. 

Pour  avoir  les  points  où  y  est  un  maximum  ou  un  minimum,  on 
observera  que  l'expression  de  l'ordonnée  correspondant  à  x -{- x  est 

J  + A.r'-+-l}.r"4-C.r'='-+-..., 

et  que  l'ordonnée  correspondant  h  x  ~  x'  est 

y  —  \j;'-h  Bx"—  C.r"H...... 

Or,  x'  pouvant  être  supposé  aussi  petit  que  l'on  veut,  le  terme  \x', 
s'il  n'est  pas  nul,  peut  être  tel  qu'il  surpasse  la  somme  des  termes 

l'ordonnée  y  ne  serait  donc  pas  à  la  fois  plus  grande  que  les  deux 
ordonnées  voisines  correspondant  li  x  -+-  x'  et  à  x  —  x' ;  ainsi,  dans  le 
cas  du  maximum  ou  du  minimum,  on  doit  avoir 

A  =  o, 

et  cette  équation,  combinée  avec  l'équation  de  la  courbe  proposée, 
déterminera  les  valeurs  de  x  et  de  y  correspondant  à  ces  points. 
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On  distinguera  lequel  des  deux  cas  a  lieu  par  le  signe  B  qui,  s'il  est 
négatif,  désigne  un  maximum;  il  désigne  un  minimum  s'il  est  positif. 
Mais  si  B  est  nul  il  faut,  pour  le  maximum  ou  le  minimum,  que  C  soit 
nul.  En  général,  il  est  nécessaire  pour  cela  que  les  termes  de  la  série 

A.r'+B.p'^+C.r'3-t-... 

disparaissent  en  nombre  impair,  et  le  signe  du  premier  terme  qui  ne 
devient  pas  nul  indique  un  maximum  s'il  est  négatif  et  un  minimum 
s'il  est  positif. 

Nous  avons  supposé  que  la  série  qui  exprime  la  valeur  de  y'  est  de 
la  forme 

C'est  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  général  où  l'on  considère  un  point  quel- 
conque de  la  courbe;  mais,  dans  des  points  particuliers,  il  peut  arriver 
que  cette  valeur  ait  la  forme 

Ax''4-TÎJ"'''4-.  .  ., 

/,  i',  ...  étant  des  nombres  positifs,  entiers  ou  fractionnaires;  et  alors 
ces  points  peuvent  être  des  points  de  rebroussement.  Si  l'on  a,  par 

exemple,  ^ 

y'=A.r"±B(— x')"S 

il  est  clair  que,  a?' étant  négatif,  la  valeur  de  y' est  réelle;  mais  elle 
devient  imaginaire  lorsque  x'  est  positif;  la  courbe  s'arrête  donc  à 
l'abscisse  ce,  et  elle  revient  sur  elle-même;  les  deux  branches  formées 
par  la  double  expression  de  y'  se  terminent  en  forme  de  bec  à  l'extré- 
mité de  l'ordonnée  y. 

Deux  courbes  rapportées  aux  mêmes  axes  peuvent  se  couper  dans 
plusieurs  points  que  l'on  déterminera  en  observant  qu'à  ces  points  les 
valeurs  de  a;  et  de  j  étant  communes  à  ces  courbes,  on  aura  deux 
équations  entre  ces  deux  coordonnées,  et  l'on  connaîtra  chacune 
d'elles  par  l'élimination,  m  et  n  exprimant  les  degrés  des  équations, 
l'équation  finale  en  x  ne  peut  pas  s'élever  au  delà  du  degré  mn;  ainsi, 
les  deux  courbes  ne  peuvent  pas  se  couper  dans  plus  de  mn  points. 
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On  a  fait  usage  de  ces  intersections  pour  déterminer,  par  des 
constructions  géométriques,  les  racines  des  équations.  Si  l'on  a,  par 
exemple,  à  résoudre  l'équation 

on  pourra  faire  y  =  a-^,  et  l'on  aura 

y-i-py  +  'jx  +  r  =  o; 

les  intersections  des  deux  courbes  exprimées  par  ces  deux  équations 
donneront  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  proposée.  Ces 
constructions,  qui  ont  beaucoup  occupé  les  géomètres,  sont  mainte- 
nant de  peu  d'usage,  l'Analyse  ayant  été  appliquée  à  des  objets  plus 
intéressants. 

Cependant,  la  construction  des  racines  des  équations  par  l'inter- 
section d'une  courbe  avec  l'axe  des  abscisses  est  très  utile  dans  la 
théorie  des  équations,  comme  vous  l'avez  déjà  vu,  en  rendant  sensibles 
plusieurs  résultats  importants  de  cette  tbéorie. 

Si  l'on  suppose  que,  y''  étant  le  terme  de  l'équation  d'une  courbe, 
dans  lequel  y  est  élevé  à  sa  plus  haute  puissance,  la  partie  indépen- 
dante de  y  soit  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x  qui,  décom- 
posée en  facteurs,  soit  de  la  forme 

/•  ( .r  —  a){,r  —  b)(x  —  c ) . .  . ;  1 

alors  le  produit  de  toutes  les  ordonnées  y,  relatives  à  la  même  abscisses, 
sera,  par  la  nature  des  équations,  égal  à 

'     ■  ±k(x  —  a){x  —  ù)(j-  —  c).... 

a,  b,  c,  ...  sont  les  abscisses  des  points  où  la  courbe  coupe  l'axe  des 
abscisses;  or,  ces  abscisses  étant  supposées  toutes  réelles,  ainsi  que 
toutes  les  ordonnées,  ce  — a,  x  —  b,  ...  seront  les  distances  de  ces 
ordonnées  aux  points  où  la  courbe  rencontre  l'axe  des  .r;  d'où  résulte 
ce  théorème  général  : 
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Le  produit  de  toutes  les  ordonnées  relatives  à  la  même  abscisse  est,  au 
produit  des  distances  de  l' extrémité  de  l'abscisse  aux  points  où  la  courbe 
rencontre  l'a-ve  des  abscisses,  en  raison  constante. 

Il  vous  sera  facile  d'appliquer  les  résultats  précédents  aux  lignes  du 
deuxième  ordre  dont  l'équation  générale  est 

o  =:  «  4-  Z*  -f  +  c  y  -i-/.c-  ■+-  h  jcy  -+-  ly-. 

En  plaçant  cette  équation  sur  le  parallélogramme  de  Newton,  la  di- 
rectrice, dans  sa  position  la  plus  élevée,  rencontrera  les  trois  termes 

/j-4- Aj-y  +  ly-; 

en  égalant  leur  somme  à  zéro,  on  aura  -  par  une  équation  du  deuxième 

degré.  Si  les  deux  racines  de  cette  équation  sont  imaginaires,  la  courbe 
n'aura  point  de  branches  infinies,  et  elle  sera  inscrite  dans  un  espace 
limité;  si  les  deux  racines  sont  égales,  la  courbe  aura  deux  branches 
infinies;  elle  aura  quatre  branches  infinies  si  les  deux  racines  sont 
réelles  et  inégales.  Dans  le  premier  cas,  la  courbe  se  nomme  ellipse,  et 
son  équation  peut  être  ramenée,  par  une  transformation  convenable  de 
ses  coordonnées,  à  cette  forme 

u-  -+-  ni-t-^^  A-, 

u  et  /  étant  les  deux  nouvelles  coordonnées.  Dans  le  deuxième  cas,  la 
courbe  se  nomme  parabole,  et  son  équation  peut  être  ramenée  à  cette 
forme 

II'  —  ht  ; 

enfin,  dans  le  troisième  cas,  la  courbe  se  nomme  hyperbole,  et  son 
équation  peut  être  ramenée  à  cette  forme 

et  même  à  celle-ci 

lH  =  /l. 

Ces  courbes  ont  été  nommées  sections  coniques  parce  qu'elles  sont 
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formées  par  la  section  de  la  surface  du  cône  par  un  plan.  C'est  sous  ce 
point  de  vue  qu'elles  ont  été  considérées  par  les  anciens  géomètres  qui 
ont  découvert  sur  leur  nature  un  grand  nombre  de  beaux  théorèmes. 
Descartes  qui,  le  premier,  a  eu  l'idée  heureuse  d'appliquer  l'Algèbre  à 
la  Géométrie  des  courbes,  a  observé  qu'elles  formaient  la  classe  entière 
des  courbes  du  deuxième  ordre.  Vous  pourrez  conclure  aisément  de 
l'analyse  précédente  leurs  propriétés  les  plus  remar(juables;  ainsi,  je 
n'insiste  point  sur  cette  matière,  qui  d'ailleurs  est  exposée,  avec  beau- 
coup de  détails,  dans  plusieurs  Ouvrages  élémentaires.  Je  vous  engage 
seulement  h  la  présenter  dans  l'enseignement,  suivant  cette  analyse, 
conformément  à  ce  que  je  vous  ai  déjà  recommandé,  de  préférer  en 
tout  les  méthodes  les  plus  générales. 

Une  des  plus  singulières  remarques  que  l'on  ait  faites  sur  les  sections 
coniques  est  celle  des  deux  points  placés  sur  le  grand  axe  auxquels  on 
a  donné  le  nom  de  /o>w^.  Ils  sont  tels  dans  l'ellipse  que  la  somme  de 
leurs  distances  à  un  point  quelconque  de  la  courbe  est  toujours  la 
même.  Un  rayon  lumineux,  émané  d'un  des  foyers,  est  réfléchi  par  la 
courbe  à  l'autre  foyer.  Dans  riiyperbole.  la  différence  des  distances 
des  foyers  à  un  point  quelconque  de  la  courbe  est  constante.  Les  foyers 
des  sections  coniques  sont  devenus  plus  remarquables  encore  depuis 
que  l'on  a  découvert  que  c'est  dans  des  points  semblables  que  résident 
les  forces  qui  animent  tous  les  corps  du  système  du  monde. 

Les  bornes  de  cette  leçon  ne  me  permettent  pas  d'insister  davantage 
sur  la  théorie  des  courbes.  On  trouvera  tous  les  détails  que  l'on  peut 
désirer  à  cet  égard  dans  le  second  volume  de  Vlntroduction  à  l'analyse 
des  infiniment  petits,  par  Kuler,  et  dans  l'Ouvrage  de  Cramer  Sur  la 
théorie  des  courbes.  Ces  deux  Ouvrages,  quoique  excellents  chacun 
dans  son  genre,  ne  dispensent  pas  de  lire  les  deux  Ouvrages  originaux 
qui  leur  ont  donné  naissance  et  qui,  soit  par  eux-mêmes,  soit  par 
l'influence  qu'ils  ont  eue  sur  les  sciences  mathématiques,  méritent 
toute  l'attention  des  géomètres  :  je  veux  parler  de  la  Géométrie  de 
Descartes  et  du  Traité  de  Newton  intitulé  Énumération  des  lignes  du 
troisième  ordre.  1 

OF.iivres  Je  L.  —  XIV.  17 


130  LEÇONS  DE  MATHEMATIQUES 

Il  sera  facile,  au  moyen  des  méthodes  précédentes,  de  déduire  les 
diverses  aflections  des  courbes  à  double  courbure  de  celle  de  leurs 
projections;  mais,  quelque  intéressante  que  soit  celte  discussion,  je  ne 
puis  m'y  livrer  ici,  et  je  vais  terminer  cette  leçon  par  l'application  des 
mêmes  méthodes  à  la  théorie  des  surfaces. 

On  distingue  les  surfaces  comme  les  lignes  en  différents  ordres, 
suivant  le  degré  de  leur  équation;  ainsi  la  surface  du  premier  ordre 
est  celle  dont  l'équation,  entre  les  trois  coordonnées  x,  y,  z,  est  du 
premier  degré,  et  il  est  visible  qu'elle  est  plane. 

Les  surfaces  les  plus  simples,  qui  servent  d'asymptotes  ii  une  surface 
donnée,  dans  le  cas  de  x,  ou  de  j,  ou  de  z  infinis,  se  déterminent  de  la 
même  manière  que  les  courbes  les  plus  simples  qui  servent  d'asym- 
ptotes à  une  courbe  donnée.  On  a  encore,  par  la  même  analyse,  les 
plans  tangents  des  surfaces  et  leurs  courbures.  En  effet,  x,y,  z  étant 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface,  si  l'on  change, 
dans  son  équation,  x  dans  x  -ir  x' ,  y  dans  y  -\-y'  et  z  dans  z  +  ;:',  les 
termes  indépendants  de  x',y' ,  z'  seront  nuls  séparément,  et  l'on  aura, 
pour  z' ,  une  équation  de  cette  forme 

z'  :=  px'  +  qy'  +  r.v'--i-  sx'  y'  +  if'- -h-  ■  -, 

p,  (/,  r,  s,  t,  ...  étant  des  fonctions  connues  de  x,  y  et  :;.  L'équation 
générale  d'un  plan  quelconque  est 

;  =  M-t-Nj.-H-P/. 

Si  l'on  change,  dans  cette  équation,  x,  y,  z  dans  x -i- x' ,  y -\- y' 
et  =  +  z',  on  aura  les  deux  équations 

3  =M  +  Na;  +  Pj, 
s'=  Nj.''+P7'. 

En  comparant  cette  expression  de  z'  avec  les  premiers  termes  de 
l'expression  précédente  de  =',  on  aura 

N=/>,        P  =  q; 
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on  aura  donc  ainsi  les  valeurs  tic  I\F,  N  et  P,  en  fonctions  de  x,  y,  z, 
et,  par  conséquent,  on  aura  la  position  d'un  plan  langent,  à  un  point 
(juelconque  de  la  surface,  au  moyen  des  coordonnées  de  ce  point. 

Si  l'on  rapporte  à  ce  plan  les  coordonnées  de  la  surface,  que  nous 
supposerons  ici  perpendiculaires  entre  elles,  et  si  nous  fixons  au  point 
de  taugence  l'origine  de  ces  coordonnées,  en  nommant  a'",  y"  les  coor- 
données dans  le  plan  tangent,  et  z"  l'ordonnée  qui  lui  est  perpendicu- 
laire, l'expression  de  z"  en  série  pourra  être  mise  sous  la  forme 

5":=  ma:"'- -h  ny"-  -\-  .... 

Car,  par  la  nature  du  plan  tangent,  les  termes  multipliés  par  les 
premières  puissances  de  a;"  et  de  y"  doivent  disparaître,  et  l'on  peut 
choisir  la  position  de  l'axe  des  .r"de  manière  que  le  terme  o^'j"  dispa- 
raisse; m,  n,  ...  sont  des  fonctions  connues  des  coordonnées  ce,  y,  z 
du  point  de  taugence.  Si,  par  ce  point,  on  imagine  un  plan  quelconque 
perpendiculaire  à  la  surface,  la  courbe  formée  par  la  section  de  ce  plan 
aura  pour  coordonnées  :;"  et  \/cc"- -h  y"- ;  si  l'on  nomme  R  le  rayon 
osculateur  de  cette  section,  on  aura,  par  la  nature  du  cercle, 

,,        .x"--\-  y"- 

Soit  A  l'angle  que  forme  le  plan  coupant  avec  l'axe  des  x",  on  aura 

/'=a7"tangA; 

les  expressions  de  :;",  relatives  à  la  section  et  au  cercle  osculateur, 

deviendront 

,,      m  cos^A -(- /j  sin^A    ,,, 
cos-A 


2llcos^A 
La  comparaison  de  ces  expressions  donne 

2R: 


m  cos'^A  4-  /(  siii-A 
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Si  l'on  nomme  r  et  /•'  les  rayons  osculateurs  qui  répondent  aux  deux 
sections  faites  par  le  plan  coupant  lorsqu'il  passe  par  l'axe  des  x"  et 
lorsqu'il  passe  par  l'axe  des  y",  on  aura 


/•'  cos- A  +  /■  siii- A' 


d'où  il  est  facile  de  conclure  que  le  plus  grand  et  le  plus  petit  rayon  de 
courbure  répondent  aux  deux  sections  que  nous  venons  de  considérer, 
et  qui  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre.  Les  rayons  osculateurs  des 
autres  sections  ne  dépendent  que  de  ceux-ci  et  de  l'angle  qu'elles 
forment  avec  les  précédentes. 

Nous  avons  vu  que  l'intersection  de  deux  surfaces  courbes  formait 
une  courbe;  l'ordre  des  projections  de  cette  courbe  ne  peut  pas  sur- 
passer le  produit  des  degrés  des  équations  des  deux  surfaces.  Si  l'une 
d'elles  est  un  plan,  l'équation  de  la  courbe  sera  du  même  degré  que 
celle  de  la  surface;  ainsi  toute  surface  du  deuxième  ordre,  coupée  par 
un  plan,  forme  une  section  conique.  Trois  surfaces  ne  peuvent  pas  se 
rencontrer  dans  un  nombre  de  points  plus  grand  que  le  produit  des 
degrés  de  leurs  équations. 
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NEUVIEME  SEANCE. 

SIU    LE   ^•OL■VEAL'    SYSTÈME    DES    POIDS    ET    MESlItES. 


J'interromps  aiijoiird'liui  l'ordre  dos  leçons  de  IMathématiques  pour 
vous  entretenir  du  système  des  poids  et  mesures  qui  vient  d'être  défi- 
nitivement décrété  par  la  Convention  nationale.  L'un  des  plus  utiles 
objets  qui  vous  occuperont,  après  être  retournés  dans  vos  départe- 
ments, sera  de  faire  connaître  à  vos  concitoyens,  et  spécialement  aux 
instituteurs  des  écoles  primaires,  ce  bienfait  des  sciences  et  de  la  révo- 
lution. Je  vais  donc  l'exposer  ici  avec  le  détail  dû  à  son  importance. 

On  ne  peut  pas  voir  le  nombre  prodigieux  de  mesures  en  usage,  non 
seulement  chez  les  difl'érents  peuples  mais  dans  la  même  nation;  leurs 
divisions  bizarres  et  incommodes  pour  les  calculs,  la  difficulté  de  les 
connaître  et  de  les  comparer;  enfin,  les  embarras  et  les  fraudes  qui  en 
résultent  dans  le  commerce,  sans  regarder  comme  l'un  des  plus  grands 
services  que  les  sciences  et  les  gouvernements  puissent  rendre  à  l'hu- 
manité, l'adoption  d'un  système  de  mesures  dont  les  dimensions  uni- 
formes se  prêtent  le  plus  facilement  au  calcul,  et  qui  dérive,  de  la 
manière  la  moins  arbitraire,  d'une  mesure  fondamentale  indiquée  par 
la  nature  elle-même.  Un  peuple  qui  se  donnerait  un  semblable  système 
de  mesures  réunirait,  à  l'avantage  d'en  recueillir  les  premiers  fruits, 
celui  de  voir  son  exemple  suivi  par  les  autres  peuples  dont  il  devien- 
drait ainsi  le  bienfaiteur;  car  l'empire  lent,  mais  irrésistible,  de  la 
raison  l'emporte  h  la  longue  sur  les  jalousies  nationales  et  sur  tous 
les  obstacles  qui  s'opposent  au  bien  d'une  utilité  généralement  sentie. 
Tels  furent  les  motifs  qui  déterminèrent  l'Assemblée  constituante  à 
charger  de  cet  important  objet  l'Académie  des  Sciences.  Le  nouveau 
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système  des  pouls  et  mesures  est  le  résultat  du  travail  de  ses  commis- 
saires, secondés  par  le  zèle  et  les  lumières  de  plusieurs  membres  de  la 
Représentation  nationale. 

L'identité  du  calcul  décimal  et  de  celui  des  nombres  entiers  ne  laisse 
aucun  doute  sur  les  avantages  de  la  division  de  toutes  les  espèces  de 
mesures  en  parties  décimales;  il  suffît,  pour  s'en  convaincre,  de  com- 
parer la  difficulté  des  multiplications  et  des  divisions  complexes  avec 
la  facilité  des  mêmes  opérations  sur  les  nombres  entiers,  facilité  qui 
devient  plus  grande  encore  au  moyen  des  logarithmes  dont  on  peut 
rendre,  avec  des  instruments  simples  et  peu  coûteux,  l'usage  extrê- 
mement populaire.  On  ne  balança  donc  point  à  adopter  la  division 
décimale  et,  pour  mettre  de  l'uniformité  dans  le  système  entier  des 
mesures,  on  résolut  de  les  dériver  toutes  d'une  même  mesure  linéaire 
et  de  ses  divisions  décimales.  La  question  fut  ainsi  réduite  au  choix 
de  cette  mesure  universelle  à  laquelle  on  donna  le  nom  de  mètre.  Pour 
vous  faire  connaître  les  motifs  qui,  dans  ce  choix,  ont  guidé  les  com- 
missaires de  l'Académie,  il  convient  de  rappeler  en  peu  de  mots  les 
principaux  résultats  que  l'on  a  trouvés  sur  la  figure  de  la  Terre  et  sur 
la  variation  de  la  pesanteur  à  sa  surface. 

Du  moment  où  l'homme  eut  reconnu  la  sphéricité  du  globe  qu'il 
habite,  sa  curiosité  dut  le  porter  à  en  mesurer  les  dimensions;  il  est 
donc  vraisemblable  que  ses  premières  tentatives  sur  cet  objet  remontent 
à  des  temps  bien  antérieurs  à  ceux  dont  l'Histoire  nous  a  conservé  le 
souvenir,  et  qu'elles  ont  été  perdues  dans  les  révolutions  physiques  et 
morales  que  la  Terre  a  éprouvées.  Les  rapports  que  plusieurs  mesures 
de  la  plus  haute  antiquité  ont  entre  elles,  et  avec  la  longueur  de  la  cir- 
conférence terrestre,  viennent  h  l'appui  de  cette  conjecture  et  semblent 
indiquer  non  seulement  que,  dans  les  temps  fort  anciens,  cette  mesure 
a  été  exactement  connue,  mais  qu'elle  a  servi  de  base  à  un  système 
complet  de  mesures  dont  on  retrouve  des  vestiges  en  Kgypte  et  dans 
l'Asie.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  première  mesure  précise  de  la  Terre,  dont 
nous  ayons  une  connaissance  certaine,  est  celle  que  Picard  exécuta  en 
France,  vers  la  fin  du  dernier  siècle,  et  qui,  depuis,  a  été  plusieurs 
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fois  vérifiée.  Cette  opération  est  facile  à  concevoir.  Kn  s'avançant  vers 
le  Nord,  on  voit  le  pôle  s'élever  de  plus  en  plus;  la  hauteur  méridienne 
des  étoiles  situées  au  Nord  augmente,  et  celle  des  étoiles  situées  an 
Midi  diminue,  quelques-unes  même  deviennent  invisibles.  La  notion 
de  la  courbure  de  la  Terre  est  due,  sans  doute,  à  l'observation  de  ces 
phénomènes  qui  ne  pouvaient  pas  manquer  de  fixer  l'attention  des 
hommes  dans  les  premiers  âges  des  sociétés,  où  l'on  ne  distinguait 
les  saisons  et  leurs  retours  que  par  le  lever  et  le  coucher  des  princi- 
pales étoiles  comparés  à  ceux  du  Soleil.  L'élévation  ou  la  dépression 
des  étoiles  fait  connaître  l'angle  que  les  verticales  élevées  aux  extré- 
mités de  l'arc  parcouru  sur  la  Terre  font  au  point  de  leurs  concours; 
car  cet  angle  est  évidemment  égal  à  la  différence  des  hauteurs  méri- 
diennes d'une  même  étoile  moins  l'angle  sous  lequel  on  verrait  du 
centre  de  l'étoile  l'espace  parcouru,  et  l'on  s'est  assuré  que  ce  dernier 
angle  est  insensible.  Il  ne  s'agit  plus  ensuite  que  de  mesurer  cet 
espace;  il  serait  long  et  pénible  d'appliciuer  nos  mesures  sur  une 
aussi  grande  étendue;  il  est  beaucoup  plus  simple  d'en  lier,  par  une 
suite  de  triangles,  les  extrémités  ;i  celles  d'une  base  de  5ooo  on 
6000  toises,  et,  vu  la  précision  avec  laquelle  on  peut  déterminer  les 
angles  de  ces  triangles,  on  a  très  exactement  sa  longueur.  On  a  trouvé 
de  cette  manière  qu'en  France  l'arc  du  méridien  terrestre  correspon- 
dant à  la  centième  partie  de  l'angle  droit,  et  coupé  dans  son  milieu 
par  le  parallèle  moyen  entre  le  pôle  et  l'équateur,  est  de  5i  324^3. 

De  toutes  les  figures  rentrantes,  la  figure  sphérique  est  la  plus 
simple,  puisqu'elle  ne  dépend  que  d'un  seul  élément,  la  grandeur  de 
son  rayon.  Le  penchant  naturel  à  l'esprit  humain  de  supposer  aux 
objets  la  forme  qu'il  conçoit  le  plus  aisément  le  porta  donc  à  donner 
une  forme  sphérique  à  la  Terre.  Mais  la  simplicité  de  la  nature  ne 
doit  pas  toujours  se  mesurer  sur  celle  de  nos  conceptions.  Infiniment 
variée  dans  ses  effets,  la  nature  n'est  simple  que  dans  ses  causes,  et 
son  économie  consiste  à  produire  un  grand  nombre  de  phénomènes 
au  moyen  d'un  petit  nombre  de  lois  générales.  La  figure  de  la  Terre 
est  un  résultat  de  ces  luis  qui,  modifiées  par  mille  circonstances. 
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peuvent  l'écarter  sensiblement  de  la  sphère  et  la  rendre  fort  compli- 
quée. De  petites  variations  observées  dans  la  grandeur  dos  degrés  du 
méridien  on  France  indiquaient  ces  écarts;  mais  les  erreurs  inévitables 
des  observations  laissaient  des  doutes  sur  cet  intéressant  phénomène, 
et  l'Académie  des  Sciences,  dans  le  sein  de  laquelle  cette  grande  ques- 
tion fut  vivement  agitée,  jugea  avec  raison  que  la  différence  des  degrés 
terrestres,  si  elle  était  réelle,  se  manifesterait  principalement  dans  la 
comparaison  des  degrés  mesurés  ii  l'équateur  et  vers  les  pôles.  Elle 
envoya  des  académiciens  à  l'équateur  même;  et  ils  y  trouvèrent  le 
degré  décimal  du  méridien,  égal  à  5i 077^,7,  plus  petit  de  246', 6  que 
le  degré  correspondant  au  parallèle  moyen.  D'autres  académiciens  se 
transportèrent  au  Nord,  à  73°,  7  environ  de  latitude,  et  le  degré  décimal 
du  méridien  y  fut  observé  de  5 1664*, 5,  plus  grand  de  586',  8  qu'à 
l'équateur.  Ainsi  l'accroissement  des  degrés  des  méridiens  de  l'équa- 
teur aux  pôles  fut  incontestablement  prouvé  par  ces  mesures;  et  il  fut 
reconnu  que  la  Terre  n'est  pas  exactement  sphérique. 

Ces  voyages  fameux  des  académiciens  français  ayant  dirigé  vers  cet 
objet  l'attention  des  observateurs,  de  nouveaux  degrés  des  méridiens 
furent  mesurés  en  Italie,  en  Allemagne,  en  Afrique  et  on  Ponsylvanie; 
toutes  ces  mesures  concourent  h  donner  à  la  Terre  une  figure  aplatie 
aux  pôles. 

L'ellipse  étant,  après  le  cercle,  la  plus  simple  des  courbes  rentrantes, 
on  regarda  la  Terre  comme  un  solide  formé  par  la  révolution  d'une 
ellipse  autour  de  son  petit  axe.  Son  aplatissement  dans  le  sens  des 
pôles  est  nécessairement  indiqué  par  l'accroissement  observé  des 
degrés  des  méridiens  des  pôles  à  l'équateur.  Les  rayons  de  ces  degrés 
étant  sur  le  prolongement  des  lignes  verticales  ou  dans  la  direction  de 
la  pesanteur,  ils  sont,  par  la  loi  de  l'équilibre  des  fluides,  perpendicu- 
laires à  la  surface  des  mers  dont  la  Terre  est  en  grande  partie  recou- 
verte. Ils  n'aboutissent  pas,  comme  dans  la  sphère,  au  centre  de 
l'ellipsoïde;  ils  n'ont  ni  la  même  direction  ni  la  même  grandeur  que 
les  rayons  menés  de  ce  centre  à  la  surface,  et  qui  la  coupent  obli- 
quement partout  ailleurs  qu'à  l'équateur  et  aux  pôles.  La  rencontre  de 
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deux  verticales  voisines,  situées  sous  le  même  méridien,  esl  le  centre 
du  petit  arc  terrestre  qu'elles  comprennent  entre  elles;  si  cet  arc  était 
une  droite,  ces  verticales  seraient  parallèles  ou  ne  se  rencontreraient 
qu'à  une  distance  infinie;  mais,  à  mesure  qu'on  le  courbe,  elles  se 
rencontrent  à  une  distance  d'autant  moindre  que  sa  courbure  devient 
plus  grande;  ainsi  l'extrémité  du  petit  axe  étant  le  point  où  l'ellipse 
approche  le  plus  de  se  confondre  avec  une  ligne  droite,  le  rayon  du 
degré  du  pôle,  et  par  conséquent  ce  degré  lui-même,  est  le  plus  consi- 
dérable de  tous.  C'est  le  contraire  à  l'extrémité  du  grand  axe  de  l'idlipse. 
il  l'équateur  où,  la  courbure  étant  la  plus  grande,  le  degré  dans  le  sens 
du  méridien  est  le  plus  petit.  En  allant  du  second  au  premier  de  ces 
extrêmes,  les  degrés  vont  en  augmentant  et,  si  l'ellipse  est  peu  aplatie, 
leur  accroissement  est  à  très  peu  près  proportionnel  au  carré  du  sinus 
de  la  latitude. 

Ces  résultats  sont  autant  de  vérités  incontestables  généralement 
admises  par  les  géomètres.  On  peut  même  démontrer  qu'en  suppo- 
sant à  la  Terre  une  figure  de  révolution  sur  laquelle  les  degrés  des 
méridiens  vont  en  augmentant  de  l'équateur  aux  pôles,  l'axe  qui  la 
traverse  dans  le  sens  des  pôles  esl  moindre  que  le  diamètre  de  l'équa- 
teur. L'importance  de  l'objet  m'engage  avons  donner  cette  démonstra- 
tion fort  simple. 

Vous  avez  vu,  dans  la  leçon  précédente,  que  les  points  de  concours 
de  toutes  les  perpendiculaires  à  une  courbe  forment  sa  développée. 
Représentez-vous  donc  le  rayon  osculateur  du  méridien  au  pôle  boréal, 
et  la  suite  de  tous  les  rayons  osculateurs  depuis  ce  pôle  jusqu'à  l'équa- 
teur, rayons  qui,  par  la  supposition,  vont  en  diminuant  sans  cesse;  la 
développée  sera  évidemment  tangente  à  l'axe  du  pôle;  ensuite,  elle 
s'écartera  de  cet  axe,  en  tournant  vers  lui  sa  convexité  et  en  s'élevant 
vers  le  pôle,  jusqu'à  ce  qu'enfin  le  rayon  osculateur  prenne  une  direc- 
tion perpendiculaire  à  la  première;  alors,  il  sera  sur  le  diamètre  même 
de  l'équateur.  Considérons  comme  le  centre  de  la  Terre  l'intersection 
de  ce  diamètre  et  de  l'axe  du  pôle;  il  est  visible  que  la  somme  des 
deux  tangentes  à  la  développée  du  méridien,  menées  de  ce  centre,  lu 
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preniiôre  suivant  l'axe  du  pôle,  et  la  seconde  suivant  le  diamètre  de 
l'équateur,  sera  plus  grande  que  l'arc  de  la  développée  qu'elles  com- 
prennent entre  elles;  or  le  rayon,  mené  du  centre  de  la  Terre  au  pôle 
boréal,  est  égal  au  rayon  osculateur  du  méridien  à  ce  pôle,  moins  la 
première  tangente;  le  demi-diamètre  de  l'équateur  est  égal  au  rayon 
osculateur  du  méridien  à  l'équateur,  plus  la  seconde  tangente;  l'excès 
du  demi-diamètre  de  l'équateur,  sur  le  rayon  terrestre  du  pôle,  est 
donc  égal  à  la  somme  de  ces  tangentes,  moins  l'excès  du  rayon  oscu- 
lateur du  pôle  sur  celui  de  l'équateur;  ce  dernier  excès  est  l'arc  même 
de  la  développée,  arc  qui  est  moindre  que  la  somme  des  tangentes 
extrêmes;  donc  l'excès  du  demi-diamètre  de  l'équateur  sur  le  rayon 
mené  du  centre  de  la  Terre  au  pôle  boréal  est  positif.  On  prouvera  de 
même  que  l'excès  du  demi-diamètre  de  l'équateur  sur  le  rayon  mené 
du  centre  de  la  Terre  au  pôle  austral  est  positif;  l'axe  entier  des  pôles 
est  donc  moindre  que  le  diamètre  de  l'équateur  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  la  Terre  est  aplatie  dans  le  sens  de  ses  pôles. 

En  considérant  chaque  partie  du  méridien  comme  un  arc  très  petit 
de  sa  circonférence  osculatrice,  il  est  facile  de  voir  que  le  rayon,  mené 
du  centre  de  la  Terre  à  l'extrémité  de  l'arc  la  plus  voisine  du  pôle,  est 
plus  petit  que  le  rayon  mené  du  même  centre  à  l'autre  extrémité;  d'où 
il  suit  que  les  rayons  terrestres  vont  en  croissant  des  pôles  à  l'équateur 
si,  comme  toutes  les  observations  l'indiquent,  les  degrés  du  méridien 
augmentent  de  l'équateur  aux  pôles;  et  il  est  visible  que  ces  démon- 
strations ont  encore  lieu  dans  le  cas  où  les  deux  hémisphères  boréal  et 
austral  ne  seraient  pas  égaux  et  semblables. 

La  différence  des  rayons  osculateurs  au  pôle  et  ii  l'équateur  est  égale 
à  la  différence  des  rayons  terrestres  correspondants,  plus  à  l'excès  du 
double  de  la  développée  sur  la  somme  des  deux  tangentes  extrêmes, 
excès  qui  est  évidemment  positif.  Ainsi,  les  degrés  des  méridiens 
croissent  de  l'équateur  aux  pôles  dans  un  plus  grand  rapport  que  celui 
de  la  diminution  des  rayons  terrestres. 

La  mesure  de  deux  degrés,  dans  le  sens  du  méridien,  suffit  pour 
déterminer  les  deux  axes  de  l'ellipse  génératrice  de  la  Terre,  et  par 
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conséquent  sa  figure,  en  la  supposant  elliptique.  Si  cette  hypothôso  est 
celle  de  la  nature,  on  doit  trouver  le  même  rapport  entre  ces  axes  en 
comparant  deux  à  deux  les  degrés  mesurés;  mais  leur  comparaison 
donne  à  cet  égard  des  difïérences  qu'il  est  difficile  d'attribuer  aux 
seules  erreurs  des  observations,  et  qui  semblent  indiquer  à  la  Terre 
une  figure  beaucoup  plus  composée  qu'on  ne  l'avait  cru  d'abord;  ce 
qui  ne  paraîtra  point  extraordinaire  si  l'on  fait  attention  aux  irrégula- 
rités de  sa  surface  et  à  l'inégale  densité  de  ses  différentes  couches  et 
des  eaux  de  la  mer. 

Un  phénomène  très  remarquable,  dont  nous  devons  la  connaissance 
aux  voyages  astronomiques,  est  la  variation  de  la  pesanteur  à  la  surface 
de  la  Terre.  Cette  force  singulière  anime,  dans  le  même  lieu,  tous  les 
corps  proportionnellement  à  leurs  masses,  et  tend  à  leur  imprimer  dans 
le  même  temps  des  vitesses  égales.  Il  est  impossible,  au  moyen  d'une 
balance,  de  reconnaître  ces  variations,  puisqu'elles  affectent  également 
le  corps  que  l'on  pèse  et  le  poids  auquel  on  le  compare.  Mais  les  obser- 
vations du  pendule  sont  propres  à  les  faire  découvrir;  car  il  est  clair 
que  ses  oscillations  doivent  être  plus  lentes  dans  les  lieux  où  la  pesan- 
teur est  moindre.  Vous  connaissez  cet  instrument,  dont  l'application 
aux  horloges,  en  fournissant  une  mesure  du  temps  très  précise,  a  éh' 
l'une  des  causes  principales  des  progrès  de  l'Astronomie  moderne.  Il 
consiste  dans  un  corps  suspendu  à  l'extrémité  d'un  fil  ou  d'une  verge 
mobile  autour  du  point  fixe  placé  à  l'autre  extrémité  ;  on  écarte  un  peu 
l'instrument  de  sa  situation  verticale,  et  on  l'abandonne  à  l'action  de  la 
pesanteur;  il  fait  de  petites  oscillations  qui  sont  à  très  peu  près  de  la 
même  durée,  malgré  la  différence  des  arcs  décrits.  Cette  durée  dépend 
de  la  grandeur  et  de  la  figure  du  corps  suspendu,  cl  de  la  masse  de  la 
verge;  mais  les  géomètres  ont  trouvé  des  règles  générales  pour  déter- 
miner, par  l'observation  des  oscillations  d'un  pendule  composé,  de 
figure  quelconque,  la  longueur  d'un  pendule  dont  les  oscillations 
auraient  une  durée  connue,  et  dans  lequel  la  masse  de  la  verge  serait 
supposée  nulle  relativement  à  celle  du  corps  considéré  comme  un  point 
infiniment  dense.  (]'est  à  ce  pendule  idéal,  nommé  pendule  simple,  que 
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l'on  a  rapporté  toutes  les  expériences  du  pendule  faites  dans  les  divers 
lieux  de  la  Terre. 

Richer,  envoyé,  en  1762,  à  Cayenne  par  l'Académie  des  Sciences 
pour  y  faire  des  observations  astronomiques,  trouva  que  son  horloge, 
réglée  à  Paris  sur  le  temps  moyen,  refardait,  d'une  quantité  sensible,  à 
l'équateur;  il  fut  obligé  d'en  raccourcir  le  pendule  de  plus  d'une  ligne 
pour  corriger  ce  retard,  dette  observation  donna  la  première  idée  de  la 
diminution  de  la  pesanteur  à  l'équateur,  diminution  qu'il  était  cepen- 
dant fticile  de  prévoir  d'après  le  mouvement  déjà  reconnu  de  la  rotation 
de  la  Terre.  I\Iais  l'esprit  humain,  si  actif  dans  la  formation  des  sys- 
tèmes, a  presque  toujours  attendu  que  l'observation  et  l'expérience 
aient  fait  connaître  d'importantes  vérités,  qu'un  raisonnement  fort 
simple  eût  pu  faire  découvrir;  c'est  ainsi  que  la  découverte  des  téles- 
copes a  suivi  de  près  de  trois  siècles  celle  des  verres  lenticulaires, 
et  n'a  été  due  qu'au  hasard;  c'est  encore  ainsi  que  l'aberration  des 
étoiles,  résultat  fort  simple  du  mouvement  progressif  de  la  lumière,  a 
échappé  aux  savants  célèbres  du  commencement  de  ce  siècle  et  n'a 
été  reconnue  que  par  l'observation  cinquante  ans  après  la  découverte 
de  ce  mouvement. 

L'expérience  du  pendule  a  été  faite  avec  beaucoup  de  soin,  dans  un 
grand  nombre  d'endroits,  en  tenant  compte  de  la  température  et  de  la 
résistance  de  l'air.  Il  en  résulte  que  la  pesanteur  augmente  de  l'équa- 
teur aux  pôles,  et  que  son  accroissement  qui,  sous  le  pôle  même,  est 
égal  h  cinquante-cinq  dix-millièmes  de  la  pesanteur  totale,  suit  à  peu 
près  la  loi  du  carré  du  sinus  de  latitude.  Une  nouvelle  mesure  de  la 
longueur  du  pendule  à  secondes,  que  Borda  vient  de  faire  à  l'Observa- 
toire national,  avec  une  précision  remarquable,  lui  a  donné  3  pieds 
8  lignes  56  centièmes  pour  cette  longueur  réduite  au  vide,  et  rapportée 
il  la  toise  de  fer  qui  a  servi  à  la  mesure  de  la  Terre  à  l'équateur,  la  tem- 
pérature de  cette  toise  étant  i3  degrés  du  thermomètre  de  Réaumur. 

Je  reviens  présentement  au  choix  du  mètre.  La  longueur  du  pendule 
et  celle  du  méridien  sont  les  deux  moyens  principaux  qu'offre  la  nature 
pour  fixer  l'unité  des  mesures  linéaires.  Indépendants  l'un  et  l'autre 
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des  révolutions  morales,  ils  ne  peuvent  éprouver  d'altération  sensible 
que  par  de  très  grands  changements  dans  la  constitution  physique  de 
la  Terre.  Le  premier  moyen,  d'un  usage  facile,  a  l'inconvénient  de  faire 
dépendre  la  mesure  de  la  dislance  de  deux  éléments  qui  lui  sont  hété- 
rogènes, la  pesanteur  et  le  temps,  dont  la  division  est  d'ailleurs  arbi- 
traire. On  se  détermina  donc  pour  le  second  moyen,  qui  parait  avoir 
été  employé  dans  la  plus  haute  antiquité,  tant  il  est  naturel  h.  l'homme 
de  rapporter  les  mesures  itinéraires  aux  dimensions  mêmes  du  globe 
qu'il  habite;  en  sorle  qu'en  se  transportant  sur  ce  globe  il  connaisse, 
par  la  seule  dénomination  de  l'espace  parcouru,  lo  rapport  de  cet  espace 
au  circuit  entier  de  la  Terre.  On  trouve  encore  à  cela  l'avantage  de  faire 
correspondre  les  mesures  nautiques  avec  les  mesures  célestes.  Souvent 
le  navigateur  a  besoin  de  déterminer,  l'un  par  l'autre,  le  chemin  qu'il 
a  décrit  et  l'arc  céleste  compris  entre  les  zéniths  du  lieu  de  son  départ 
et  de  celui  où  il  est  arrivé.  Il  est  donc  intéressant  que  l'une  de  ces 
mesures  soit  l'expression  de  l'autre,  à  la  différence  près  de  leurs 
unités;  mais,  pour  cela,  l'unité  fondamentale  des  mesures  linéaires 
doit  être  une  partie  aliquotc  du  méridien  terrestre  qui  corresponde  à 
l'une  des  divisions  de  la  circonférence;  ainsi,  le  choix  du  mètre  fut 
réduit  à  celui  de  l'unité  des  angles. 

L'angle  droit  est  la  limite  des  inclinaisons  d'une  ligne  sur  un  plan 
et  de  la  hauteur  des  objets  sur  l'horizon;  d'ailleurs,  c'est  dans  le  pre- 
mier quart  de  la  circonférence  que  se  forment  les  sinus,  et  générale- 
ment toutes  les  lignes  que  la  Trigonométrie  emploie,  et  dont  les 
rapports  avec  le  rayon  ont  été  réduits  en  tables;  il  était  donc  naturel 
(1(^  prendre  l'angle  droit  pour  l'unité  des  angles,  et  le  quart  de  la  cir- 
conférence pour  l'unité  de  leur  mesure.  Ou  le  divisa  en  parties  déci- 
males et,  pour  avoir  des  mesures  correspondantes  sur  la  Terre,  on 
divisa,  dans  les  mêmes  parties,  le  quart  du  méridien  terrestre,  ce  qui 
a  été  fait  dans  des  temps  fort  anciens;  car  la  mesure  de  la  Terre,  citée 
par  Aristote.  et  dont  l'origine  est  inconnue,  donne  looooo  stades  au 
quart  du  méridien.  11  ne  s'agissait  plus  que  d'avoir  exactement  sa  lon- 
gueur. Ici  se  présentaient  plusieurs  questions  que  l'ignorance  où  nous 
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sommes  de  la  vraie  figure  de  la  Terre  ne  nous  permet  pas  de  résoudre. 
La  Terre  est-elle  un  sphéroïde  de  révolution?  Ses  deux  hémisphères 
sont-ils  égaux  et  semhlables  de  chaque  côté  de  l'équateur?  Quel  est  le 
rapport  d'un  arc  du  méridien  mesuré  à  une  latitude  donnée  au  méridien 
entier?  Dans  les  hypothèses  les  plus  naturelles  sur  la  constitution  du 
sphéroïde  terrestre,  la  différence  des  méridiens  est  insensible,  et  le 
degré  décimal,  coupé  dans  son  milieu  par  le  parallèle  moyen  entre  le 
pôle  boréal  et  l'équateur,  est  la  centième  partie  du  quart  du  méridien. 
L'erreur  de  ces  hypothèses,  si  elle  existe,  ne  peut  influer  que  sur  les 
distances  géographiques  où  elle  n'est  d'aucune  importance.  On  pouvait 
donc  conclure  la  grandeur  du  quart  du  méridien  de  celle  de  l'arc  qui 
traverse  la  France,  depuis  Dunkerque  jusqu'aux  Pyrénées,  et  qui  a  été 
mesuré  avec  soin  en  1740  par  les  Académiciens  français.  Mais  une 
nouvelle  mesure  d'un  arc  plus  grand,  faite  avec  des  moyens  encore 
plus  précis,  devant  inspirer  en  faveur  du  nouveau  système  de  mesures 
un  intérêt  propre  à  le  répandre,  on  résolut  de  mesurer  l'arc  du  méri- 
dien terrestre,  compris  entre  Dunkerque  et  Barcelone;  et  cependant, 
pour  que  la  nation  française  pût  jouir  promptement  des  avantages  de 
ce  nouveau  système,  on  se  servit  provisoirement  des  mesures  exé- 
cutées et,  après  en  avoir  conclu  la  longueur  du  quart  du  méridien,  on 
prit  la  dix-millionième  partie  de  cette  longueur  pour  le  mètre  ou  l'unité 
des  mesures  linéaires.  La  décimale  au-dessus  eût  été  trop  grande;  la 
décimale  au-dessous,  trop  petite,  et  le  mètre,  dont  la  longueur  est  de 
3  pieds  II  pouces  l\'\  centièmes,  remplace  avec  avantage  la  toise  et 
l'aune,  deux  de  nos  mesures  les  plus  usuelles. 

Delambre  s'est  déjà  avancé,  depuis  Dunkerque  jusqu'à  Orléans,  en 
formant  une  chaîne  de  triangles  qu'il  doit  joindre  à  celle  que  Méchain, 
parti  de  Barcelone,  forme  de  son  côté  en  s'avançant  au  Nord;  et  il  y  a 
tout  lieu  de  croire  que  la  mesure  de  l'arc  du  méridien,  compris  entre 
Dunkerque  et  Barcelone,  sera  terminée  dans  le  cours  de  la  campagne 
prochaine.  Les  commissaires  nommés  par  l'Académie  des  Sciences 
sont  de  nouveau  réunis  pour  suivre  avec  activité  cette  grande  opéra- 
tion, trop  longtemps  suspendue;  mais  nous  avons  la  douleur  de  ne 
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point  revoir  parmi  nous  l'inforluné  Lavoisier,  que  la  plus  sanglante 
tyrannie  a  fait  périr  au  milieu  d'une  carrière  illustrée  par  d'impor- 
tantes découvertes,  et  par  la  révolution  heureuse  qu'il  a  opérée  dans  la 
l'hilosophie  chimique. 

Pour  conserver  la  longueur  du  mètre,  la  Convention  a  décrété  qu'un 
étalon  exécuté  en  platine,  d'après  les  expériences  et  les  observations 
dos  commissaires  chargés  de  sa  détermination,  serait  déposé  près  du 
Corps  législatif.  Celte  longueur  sera  d'ailleurs  liée  d'une  manière  si 
précise  à  celle  du  pendule  ii  secondes,  qu'il  sera  facile  de  la  retrouver 
dans  tous  les  temps,  sans  être  obligé  de  recourir  à  la  mesure  du  grand 
arc  qui  l'aura  donnée.  Deux  monuments  durables,  élevés  sur  la  base 
qui  doit  être  mesurée  près  de  Melun,  et  séparés  par  un  intervalle  exact 
de  10000",  offriraient  un  nouveau  moyen  pour  retrouver  la  longueur 
de  la  mesure  universelle  si,  par  la  suite  des  siècles,  elle  vient  à  s'altérer. 

Toutes  les  mesures  dérivent  du  mètre  de  la  manière  la  plus  simple; 
les  mesures  linéaires  en  sont  des  multiples  et  des  sous-multiples  dé- 
cimaux. 

L'unité  des  mesures  superficielles  pour  le  terrain  est  un  carré  dont 
le  côté  est  de  10";  elle  se  nomme  are. 

On  a  nommé  stère  une  mesure  égale  au  mètre  cube  et  destinée  par- 
ticulièrement au  bois  de  chauffage. 

L'unité  des  mesures  de  capacité  est  le  cube  de  la  dixième  partie  du 
mètre;  on  lui  a  donné  le  nom  de  litre. 

L'unité  de  poids,  que  l'on  a  nommée  gramme,  est  le  poids  absolu  du 
cube  de  la  centième  partie  du  mètre,  en  eau  distillée,  et  considérée  à 
la  température  de  la  glace  fondante.  On  a  préféré  l'eau  comme  étant 
l'une  des  substances  les  plus  homogènes,  et  celle  que  l'on  peut  réduire 
le  plus  facilement  à  l'étal  de  pureté;  on  l'a  rapportée  à  la  température 
de  la  glace  fondante  comme  au  degré  de  température  le  plus  fixe  et  le 
plus  indépendant  des  modifications  de  l'atmosphère.  Le  citoyen  Haûy 
vous  a  fait  connaître  les  précautions  délicates  qui  ont  été  prises  pour 
avoir,  avec  une  grande  précision,  le  poids  d'un  volume  connu  d'eau 
distillée.  Cette  expérience  va  être  répétée  avec  des  moyens  encore  plus 
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précis;  ainsi,  quand  la  longueur  du  mt'tre  sera  irrévocablement  fixée, 
on  aura  très  exactement  le  rapport  du  gramme  à  la  lure  actuelle. 

Toutes  les  mesures  étant  comparées  sans  cesse  h  la  livre  monnaie, 
il  était  surtout  important  de  la  diviser  en  parties  décimales;  on  lui  a 
donné  le  nom  à(^  franc;  sa  dixième  partie  s'appelle  décime,  et  sa  cen- 
tième partie  centime.  La  Convention  nationale  ayant  décrété  la  fabri- 
cation de  pièces  de  monnaie,  multiples  d'un  centime,  et  d'un  poids 
multiple  du  gramme,  on  aura  des  poids  justes  dans  ces  pièces,  ce  qui 
sera  très  utile  au  commerce. 

Les  unités  de  superficie,  de  capacité,  de  poids  et  de  monnaie  sont 
assez  petites  pour  que  l'on  n'ait  pas  besoin  de  considérer,  dans  les 
calculs  ordinaires,  des  fractions  décimales  au-dessous  du  centième,  ce 
qui  est  un  avantage;  car  l'esprit  saisit  plus  aisément  les  multiples  que 
les  sous-multiples,  dont  l'idée  se  compose  de  divisions  et  de  multipli- 
cations. 

Il  me  reste  à  vous  parler  de  la  nomenclature  qui  a  été  adoptée.  Deux 
moyens  se  présentent  pour  dénommer  les  mesures  :  l'un  consiste  k 
exprimer  leurs  multiples  et  leurs  aliquotes,  par  des  mots  différents, 
d'une  seule  syllabe;  l'autre  consiste  à  ne  désigner,  par  un  nom  propre, 
que  l'unité  principale  de  chaque  espèce  de  mesures,  et  à  distinguer  ses 
aliquotes  et  ses  multiples  par  un  système  de  mots  qui  se  composent 
avec  le  nom  de  cette  unité.  On  a  préféré  ce  second  moyen  qui,  en 
réduisant  la  nomenclature  des  poids  et  mesures  au  plus  petit  nombre 
de  mots  possible,  a  l'avantage  de  soulager  la  mémoire  et  de  simplifier 
la  langue  du  commerce,  celle  de  toutes  les  langues  qui  doit  être  la  plus 
facile  et  la  plus  claire. 

Pour  désigner  les  multiples  de  l'unité  principale,  dix,  cent,  mille  et 
dix  mille  fois  plus  grands,  on  la  fait  précéder  des  mots  suivants  tirés 
du  grec  :  deçà,  hecto,  kilo,  myria.  On  exprime  les  sous-multiples  en  la 
faisant  précéder  des  mots  deci,  centi,  milli,  qui  répondent  à  sa  dixième, 
centième  et  millième  partie.  Au  reste,  je  vous  engage  à  lire  le  rapport 
intéressant  du  citoyen  Prieur,  sur  cet  objet,  à  la  Convention  nationale, 
et  la  Note  instructive  qu'il  y  a  jointe. 
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Pour  faciliter  le  calcul  de  l'or  et  de  l'argent  fin  contenu  dans  les 
pièces  de  monnaie,  les  commissaires  de  l'Académie  ont  proposé  de  les 
fabriquer  avec  un  dixième  d'alliage,  et  d'égaler  leur  poids  à  des  mul- 
tiples décimaux  du  gramme.  Enfin,  l'uniformité  du  système  entier  des 
poids  et  mesures  leur  a  paru  exiger  que  le  jour  fût  divisé  en  dix  heures, 
l'heure  en  cent  minutes,  la  minute  en  cent  secondes,  —  Cette  division 
du  jour,  qui  va  devenir  nécessaire  aux  astronomes,  est  moins  utile 
dans  la  vie  civile,  où  l'on  a  peu  d'occasions  d'employer  le  temps  comme 
multiplicateur  ou  comme  diviseur.  La  difficulté  de  l'adapter  aux  hor- 
loges et  aux  montres  et  nos  rapports  commerciaux  en  horlogerie  avec 
les  étrangers  ont  fait  suspendre  indéfiniment  son  usage.  On  peut  croire 
cependant  qu'à  la  longue  la  division  décimale  du  jour  remplacera  sa 
division  actuelle,  qui  contraste  trop  avec  les  divisions  des  autres  me- 
sures pour  n'être  pas  abandonnée. 

Tel  est  le  nouveau  système  des  poids  et  mesures  que  les  savants  ont 
offert  à  la  Convention  nationale  qui  s'est  empressée  de  le  sanctionner. 
Ce  système,  fondé  sur  la  mesure  des  méridiens  terrestres,  convient 
également  à  tous  les  peuples,  il  n'a  de  rapport  avec  la  France  que  par 
l'arc  du  méridien  qui  la  traverse;  mais  la  position  de  cet  arc,  dont  les 
extrémités  aboutissent  aux  deux  mers  et  qui  est  coupé  par  le  parallèle 
moyen,  est  si  avantageuse  que  les  savants  de  toutes  les  nations,  réunis 
pour  fixer  la  mesure  universelle,  n'eussent  pas  fait  un  autre  choix.  11 
est  donc  permis  d'espérer  qu'un  jour  ce  nouveau  système  sera  généra- 
lement adopté.  Incomparablement  plus  simple  que  l'ancien,  dans  ses 
divisions  et  dans  sa  nomenclature,  il  présentera  beaucoup  moins  de 
difficultés  à  l'enfance.  Vous  en  éprouverez  à  le  faire  entendre  aux 
instituteurs,  qu'une  longue  habitude  a  familiarisés  avec  les  anciennes 
mesures;  il  leur  parait  fort  compliqué;  car  l'homme  est  naturellement 
porté  à  rejeter  sur  la  complication  des  choses  la  peine  que  ses  préjugés 
et  ses  habitudes  lui  donnent  ii  les  concevoir;  mais  votre  zèle  éclairé 
surmontera  ces  obstacles. 
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DIXIÈME    SÉANCE  ^'\ 

SIR    LES    PROBABILITÉS. 


Pour  suivre  le  plan  que  j'ai  tracé  dans  le  programme  du  cours  de 
Mathématiques,  je  devrais  vous  entretenir  encore  des  calculs  diUerentiel 
et  intégral  aux  différences,  soit  finies,  soit  infiniment  petites;  de  la 
Mécanique,  de  l'Astronomie  et  de  la  théorie  des  probabilités.  Le  peu  de 
durée  de  l'Ecole  Normale  ne  me  le  permet  point;  mais  je  me  propose  d'y 
suppléer,  relativement  à  la  Mécanique  et  à  l'Astronomie,  par  la  publi- 
(^ation  d'un  Ouvrage  qui  aura  pour  titre  Exposition  du  système  du  Monde, 
et  dans  lequel  j'ai  présenté,  indépendamment  de  l'Analyse,  la  série  des 
découvertes  qui  ont  été  faites,  jusqu'à  ce  jour,  sur  le  système  du  Monde. 
Je  vous  parlerai,  dans  cette  dernière  Leçon,  de  la  théorie  des  probabi- 
lités, théorie  intéressante  par  elle-même  et  par  ses  nombreux  rapports 
avec  les  objets  les  plus  utiles  de  la  société. 

Tous  les  événements,  ceux  même  qui,  par  leur  petitesse,  semblent  ne 
pas  tenir  aux  grandes  lois  de  l'Univers,  en  sont  une  suite  aussi  néces- 
saire que  les  révolutions  du  Soleil.  Dans  l'ignorance  des  liens  qui  les 
unissent  au  système  entier  de  la  nature,  on  les  a  fait  dépendre  des 
causes  finales  ou  du  hasard,  suivant  qu'ils  arrivaient  et  se  succédaient 
avec  régularité  ou  sans  ordre  apparent;  mais  ces  causes  imaginaires 
ont  été  successivement  reculées  avec  les  bornes  de  nos  connaissances, 
et  disparaissent  entièrement  devant  la  saine  philosophie,  qui  ne  voit 
en  elles  que  l'expression  de  l'ignorance  où  nous  sommes  des  véritables 
causes. 

(')  Celte  Leçon  est  reproduite,  avec  des  développements  étendus,  dans  rinlroduclion 
à  la  Théorie  analytique  des  probabilités  (Œuvres  de  Laplace,  t.  VII). 
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On  sera  coiivaiiuu  de  ce  résultat  iiiiportant  du  progrès  des  lumières 
si  l'on  se  rappelle  qu'autrefois  une  pluie  ou  une  sécheresse  extrême, 
une  comète  traînant  après  elle  une  queue  tort  étendue,  les  éclipses,  les 
aurores  boréales,  et  généralement  tous  les  phénomènes  extraordinaires 
étaient  regardés  comme  autant  de  signes  de  la  colère  céleste.  On  invo- 
(juait  le  ciel  [)our  détourner  leur  funeste  influence;  on  ne  le  priait  point 
de  suspendre  le  cours  des  planètes  et  du  Soleil  :  l'observation  eût  bientôt 
fait  sentir  l'inutilité  de  ces  prières;  mais,  parce  que  ces  phénomènes, 
arrivantet  disparaissant  iule  longs  intervalles  et  sans  causes  apparentes, 
semblaient  contrarier  l'ordre  de  la  nature,  on  supposait  que  le  ciel  les 
faisait  naître  et  les  modifiait  à  son  grépour  punir  les  crimes  de  la  Terre. 
Ainsi  la  longue  queue  de  la  comète  de  l'iTiG  répandit  la  terreur  dans 
l'Europe  déjà  consternée  par  les  succès  rapides  des  Turcs  qui  venaient 
de  renverser  le  Bas-Empire;  et  le  pape  Callixte  ordonna  des  prières  pu- 
bliques dans  lesquelles  on  conjurait  la  comète  et  les  Turcs.  Cet  astre, 
après  quatre  de  ses  révolutions,  a  excité  parmi  nous  un  intérêt  bien 
difïérent.  La  connaissance  des  lois  du  système  du  Monde,  acquise  dans 
cet  intervalle,  avait  dissipé  les  craintes  enfantées  par  l'ignorance  des 
vrais  rapports  de  l'homme  avec  l'Univers;  et  Halley  ayant  reconnu 
l'identité  de  la  comète  avec  celles  des  années  i53i,  1G07  et  1G82,  il 
annonça  son  prochain  retour  pour  la  fin  de  lySS  ou  le  commencement 
de  17J9.  Le  monde  savant  attendit  avec  impatience  ce  retour  qui  devait 
confirmer  l'une  des  plus  grandes  découvertes  que  l'on  eût  faites  dans 
les  sciences,  et  accomplir  la  prédiction  de  Sénèque  lorsqu'il  a  dit,  en 
parlant  de  la  révolution  de  ces  astres  qui  descendent  d'une  énorme 
distance  :  «  Le  jour  viendra  que,  par  une  étude  suivie  de  plusieurs 
siècles,  les  choses  actuellement  cachées  j)araitront  avec  évidence,  et  la 
postérité  s'étonnera  que  des  vérités  si  claires  nous  aient  échappé.  » 
(llairaut  entreprit  alors  de  soumettre  à  l'analyse  les  perturbations  que 
la  comète  avait  éprouvées  par  l'action  des  deux  plus  grosses  planètes, 
Jupiter  et  Saturne.  Après  d'immenses  calculs,  il  fixa  son  prochain 
passage  au  périhélie,  vers  le  commencement  d'avril  1759;  ce  que  l'ob- 
servation ne  tarila  pas  ;i  vérifier.  La  régularité  que  l'Astronomie  nous 
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montre  dans  le  mouvement  des  comètes  a  lieu,  sans  aucun  doute,  dans 
fous  les  phénomènes;  la  courbe  décrite  par  le  plus  léger  atome  est 
réglée  d'une  manière  aussi  certaine  que  les  orbites  planétaires;  il  n'y 
a  de  différence  entre  elles  que  celle  qu'y  met  notre  ignorance. 

La  probabilité  est  relative  en  partie  à  cette  ignorance,  et  en  partie  à 
nos  connaissances.  Nous  savons  que  sur  trois  ou  un  plus  grand  nombre 
d'événements  un  seul  doit  exister;  mais  rien  ne  porte  à  croire  que  l'un 
d'eux  arrivera  plutôt  que  les  autres;  dans  cet  état  d'indécision  il  nous 
est  impossible  de  prononcer  avec  certitude  sur  leur  existence.  Il  est 
cependant  probable  qu'un  de  ces  événements,  pris  à  volonté,  n'exis- 
tera pas,  parce  que  nous  voyons  plusieurs  cas  également  possibles  qui 
excluent  son  existence,  tandis  qu'un  seul  la  favorise. 

La  théorie  des  hasards  consiste  à  réduire  tous  les  événements  du 
même  genre  à  un  certain  nombre  de  cas  également  possibles,  c'est- 
à-dire  tels  que  nous  soyons  également  indécis  sur  leur  existence;  et  à 
déterminer  le  nombre  des  cas  favorables  à  l'événement  dont  on  cherche 
la  probabilité.  Le  rapport  de  ce  nombre  à  celui  de  tous  les  cas  possibles 
est  la  mesure  de  cette  probabilité,  qui  n'est  ainsi  qu'une  fraction  dont 
le  numérateur  est  le  nombre  des  cas  favorables,  et  dont  le  dénomina- 
teur est  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles. 

La  notion  précédente  de  la  probabilité  suppose  qu'en  faisant  croître 
dans  le  même  rapport  le  nombre  des  cas  favorables  et  celui  des  cas 
possibles,  la  probabilité  reste  la  même.  Pour  s'en  convaincre,  que  l'on 
considère  deux  urnes  A  et  B,  dont  la  première  contienne  quatre  boules 
blanches  et  deux  noires,  et  dont  la  seconde  ne  renferme  que  deux 
boules  blanches  et  une  noire.  On  peut  imaginer  les  deux  boules  noires 
de  la  première  urne  attachées  par  un  fil  qui  se  rompt  au  moment  où 
l'on  saisit  l'une  d'elles,  et  les  quatre  boules  blanches  formant  deux 
systèmes  semblables.  Toutes  les  chances  qui' feront  saisir  l'une  des 
boules  du  système  noir  amèneront  une  boule  noire.  Si  l'on  conçoit 
maintenant  que  les  fils  qui  unissent  les  boules  ne  puissent  se  rompre, 
il  est  clair  que  le  nombre  des  chances  possibles  ne  changera  pas,  non 
plus  que  celui  des  chances  favorables  à  l'extraction  des  boules  noires, 


DONNÉES  A  L'ÉCOLE  NOHMALE  EN   1795.  149 

soulement  on  tirera  de  l'urne  deux  boules  à  la  fois.  La  probabilité 
d'extraire  une  boule  n-oire  de  l'urne  sera  donc  la  même  qu'auparavant; 
mais  alors  on  a  évidemment  le  cas  de  l'urne  B,  avec  la  seule  différence 
que  les  trois  boules  de  cette  dernière  urne  sont  remplacées  par  trois 
systèmes  de  deux  boules  invariablement  unies.  Ici  les  cas  également 
possibles  ne  sont  pas  les  extractions  des  boules;  ce  sont  les  chances 
qui  les  amènent  et  dont  la  somme,  supposée  la  même  pour  chaque 
urne,  est  répartie  sur  six  boules  dans  la  première  et  sur  trois  dans  la 
seconde.  La  juste  appréciation  des  cas  également  possibles  est  un  des 
points  les  plus  délicats  de  l'analyse  des  hasards. 

Quand  tous  les  cas  possibles  sont  favorables  à  un  événement,  sa 
probabilité  se  change  en  certitude,  et  son  expression  devient  égale  à 
l'unité.  Sous  ce  rapport,  la  certitude  et  la  probabilité  sont  compa- 
rables, quoiqu'il  y  ait  une  différence  essentielle  entre  les  deux  états 
de  l'esprit,  lorsqu'une  vérité  lui  est  rigoureusement  démontrée,  ou 
lorsqu'il  aperçoit  encore  une  petite  source  d'erreurs. 

Dans  les  choses  qui  ne  sont  que  vraisemblables,  la  différence  des 
données  que  chaque  homme  a  sur  elles  est  une  des  causes  principales 
de  la  diversité  des  opinions  que  l'on  voit  régner  sur  le  même  objet. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  trois  urnes  A,  B,  C,  dont  une  ne 
contienne  que  des  boules  noires,  tandis  que  les  autres  ne  renferment 
que  des  boules  blanches;  on  doit  tirer  une  boule  de  l'urne  C  et  l'on 
demande  la  probabilité  que  cette  boule  sera  noire.  Si  l'on  ignore  quelle 
est  celle  des  trois  urnes  qui  ne  renferme  que  des  boules  noires,  en 
sorte  que  l'on  n'ait  aucune  raison  de  croire  qu'elle  est  plutôt  C  que  B 
ou  A,  ces  trois  hypothèses  paraîtront  également  possibles;  et,  comme 
une  boule  noire  ne  peut  être  extraite  que  dans  la  première,  la  proba- 
bilité de  l'extraire  est  égale  à  un  tiers.  Si  l'on  sait  que  l'urne  A  ne 
contient  que  des  boules  blanches,  l'indécision  ne  porte  plus  alors  que 
sur  les  urnes  B  et  C,  et  la  probabilité  que  la  boule  extraite  de  l'urne  C 
sera  noire  est  un  demi;  enfin  cette  probabilité  se  change  en  certitude 
si  l'on  est  assuré  que  les  urnes  A  et  B  ne  contiennent  que  des  boules 
blanches. 
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C'est  ainsi  que  le  même  fait,  récité  devant  un  nombreux  auditoire, 
obtient  divers  degrés  de  croyance,  suivant  l'étendue  des  connaissances 
de  ceux  qui  l'écoutent.  Si  l'homme  qui  le  rapporte  en  parait  intime- 
ment persuadé  et  si  son  état  et  ses  vertus  sont  propres  à  inspirer  une 
grande  confiance,  quelque  extraordinaire  que  soit  son  récit,  il  aura, 
par  rapport  aux  auditeurs  dépourvus  de  lumières,  le  même  degré  de 
vraisemblance  qu'un  fait  ordinaire  rapporté  par  le  même  homme,  et 
ils  lui  ajouteront  une  foi  entière.  Cependant,  si  quelqu'un  d'eux  a  eu 
occasion  d'entendre  des  faits  contraires  affirmés  par  d'autres  hommes 
également  respectables,  il  sera  dans  le  doute;  et  le  fait  sera  jugé  faux 
par  les  auditeurs  éclairés  qui  le  trouveront  opposé,  soit  à  des  faits  bien 
avérés,  soit  aux  lois  immuables  de  la  nature.  Quelle  indulgence  ne 
devons-nous  donc  pas  avoir  pour  les  opinions  différentes  des  nôtres, 
puisque  cette  différence  ne  dépend  souvent  que  des  points  de  vue 
divers  où  les  circonstances  nous  ont  placés?  Éclairons  ceux  que  nous 
ne  jugeons  pas  suffisamment  instruits;  mais,  auparavant,  examinons 
sévèrement  nos  propres  opinions,  et  pesons  avec  impartialité  leurs 
probabilités  respectives. 

La  différence  des  opinions  dépend  encore  de  la  manière  dont  chacun 
détermine  l'influence  des  données  qui  lui  sont  connues.  I^a  théorie  des 
probabilités  est  si  difficile,  elle  tient  à  des  considérations  si  délicates, 
qu'il  n'est  pas  surprenant  qu'avec  les  mêmes  données  deux  personnes 
trouvent  des  résultats  différents,  surtout  dans  les  matières  trop  com- 
pliquées pour  être  soumises  à  un  calcul  rigoureux.  L'esprit  a  ses 
illusions  comme  le  sens  de  la  vue;  et,  de  même  que  le  toucher  rectifie 
celles-ci,  la  réflexion  et  le  calcul  corrigent  également  les  premières. 
La  probabilité  fondée  sur  une  expérience  journalière,  ou  exagérée  par 
la  crainte  ou  l'espérance,  nous  frappe  plus  qu'une  probabilité  supé- 
rieure qui  n'est  qu'un  simple  résultat  analytique;  il  serait  donc  à 
désirer  que  dans  tous  les  cas  on  put  assujettir  les  probabilités  au 
calcul;  mais  le  plus  souvent  la  chose  est  impossible,  et  nous  sommes 
forcés  de  nous  en  rapporter  à  des  aperçus  quelquefois  trompeurs. 
Alors,  l'analogie,  l'induction,  une  saine  critique,  un  tact  donné  par  la 
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nature  et  perfectionné  par  des  comparaisons  multipliées  de  ses  indi- 
cations avec  l'expérience,  suppléent,  autant  que  cela  se  peut,  les  appli- 
cations de  l'Analyse. 

C'est  par  l'analogie  que  nous  attribuons  des  effets  semblables  à  la 
même  cause  ou  à  des  causes  semblables,  et  réciproquement;  ainsi 
nous  jugeons  que  des  êtres  pourvus  des  mêmes  organes,  exéculanl  les 
mêmes  choses  et  communiquant  ensemble,  éprouvent  les  mêmes  sen- 
sations. C'est  encore  ainsi  qu'en  voyant  le  Soleil  faire  éclore.par  l'action 
bienfaisante  de  sa  lumière  et  de  sa  chaleur,  les  plantes  et  les  animaux 
qui  couvrent  la  Terre,  nous  jugeons  qu'il  produit  des  effets  semblables 
sur  les  autres  planètes;  car  il  n'est  pas  naturel  de  penser  que  la  ma- 
tière dont  nous  observons  la  fécondité  se  développer  en  tant  de  façons 
est  stérile  sur  une  aussi  grosse  planète  que  Jupiter  qui,  comme  le 
globe  terrestre,  a  ses  jours,  ses  nuits  et  ses  années,  et  sur  lequel  les 
observations  indiquent  des  changements  qui  supposiMit  des  forces  très 
actives.  Mais  ce  serait  donner  trop  d'extension  à  l'analogie  que  d'en 
conclure  la  similitude  des  habitants  des  pianotes  avec  ceux  de  la  Terre. 
L'homme  fait  pour  la  température  dont  il  jouit  à  sa  surface  ne  pourrai! 
pas,  selon  toute  apparence,  vivre  sur  les  autres  planètes.  Mais  ne  doit-il 
pas  y  avoir  une  infinité  d'organisations  relatives  aux  diverses  tempéra- 
tures des  globes  de  cet  Univers?  Si  la  seule  différence  des  élémenls  e( 
des  climats  met  tant  de  variété  dans  les  productions  terrestres,  combien 
plus  doivent  différer  celles  des  diverses  planètes  et  de  leurs  satellites? 
L'imagination  la  plus  active  ne  peut  s'en  former  aucune  idée;  mais 
leur  existence  est  au  moins  fort  vraisemblable. 

Vous  avez  vu  que  souvent  les  lois  des  expressions  analytiques  se 
manifestent  dans  leurs  premiers  termes,  et  que  celles  de  la  nature  sont 
indiquées  par  un  petit  nombre  d'observations;  le  propre  du  génie  est 
de  les  démêler  au  milieu  des  circonstances  dont  elles  sont  enveloppées, 
et  de  les  exposer  dans  un  jour  (cl  qu'il  soit  impossible  de  les  mécon- 
naître. O  moven  d'y  parvenir  se  nomme  iruliiciion;  pour  en  accroître 
la  [trobabilité,  on  forme  de  nouveaux  termes,  ou  l'on  fait  de  nouvelles 
observations,  et,  si  les  hiis  dont  on  a  soupçonné  l'existence  conlinucnl 
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d'y  satisfaire,  elles  acquièrent  un  degré  de  vraisemblance  qui  finit  par 
se  confondre  avec  la  certitude. 

Ce  que  l'on  observe  dans  l'Analyse  a  également  lieu  dans  la  nature, 
dont  les  phénomènes  ne  sont,  en  effet,  que  les  résultats  mathématiques 
d'un  petit  nombre  de  lois  invariables.  Pour  découvrir  ces  lois,  il  faut 
choisir  ou  faire  naître  les  phénomènes  les  plus  propres  à  cet  objet,  les 
multiplier  pour  en  varier  les  circonstances,  et  observer  ce  qu'ils  ont 
de  commun  entre  eux.  Ainsi  l'on  s'élève  à  des  rapports  de  plus  en  plus 
étendus,  et  l'on  parvient  enfin  aux  lois  générales  que  l'on  vérifie,  soit 
par  des  preuves  ou  dos  expériences  directes,  lorsque  cela  est  possible, 
soit  on  examinant  si  elles  satisfont  à  tous  les  phénomènes  connus. 

Telle  est  la  méthode  la  plus  sûre  qui  puisse  nous  guider  dans  la 
recherche  do  la  vérité.  On  lui  doit  les  plus  belles  découvertes  dans  les 
sciences;  mais  son  application  la  plus  sublime  et  la  plus  étendue  est 
celle  que  Newton  en  a  faite  au  système  du  Monde,  comme  vous  pouvez 
le  voir  dans  l'Ouvrage  que  je  vous  ai  annoncé  au  commencement  de 
cette  Leçon. 

Ce  système  offre  un  exemple  remarquable  d'une  probabilité  bien 
supérieure  à  celle  d'un  grand  nombre  de  faits  historiques  sur  lesquels 
on  ne  se  permet  aucun  doute,  mais  qui,  n'étant  point  analogue  aux 
probabilités  dont  nous  faisons  habituellement  usage,  n'est  pas  généra- 
lement sentie.  L'observation  nous  montre  les  planètes  et  leurs  satellites 
décrivant  des  orbes  presque  circulaires,  et  tournant  sur  eux-mêmes 
dans  le  sens  de  la  rotation  du  Soleil,  et  sur  des  plans  peu  inclinés  à 
son  équatour.  Si  l'on  applique  le  calcul  à  ce  phénomène  extraordinaire, 
on  trouve  qu'il  y  a  des  millions  de  milliards  à  parier  contre  un  qu'il 
n'est  point  dû  au  hasard,  et  qu'il  dépend  d'une  cause  générale  qui, 
primitivement,  embrassa  tous  les  corps  du  système  planétaire,  sans 
exercer  d'influence  sur  les  comètes  observées,  puisqu'elles  se  meuvent 
dans  tous  les  sens  et  sous  toutes  les  inclinaisons  à  l'équatour  solaire. 
Cependant,  leurs  orbes  étant  fort  excentriques,  tandis  que  ceux  des 
planètes  sont  presque  circulaires,  il  est  naturel  de  penser  que  la  même 
cause  fit  disparaître,  à  l'origine,  les  orbes  qui  présentaient  les  nuances 
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intermédiairos  entre  une  grande  et  une  petite  excentricité.  La  cause 
que  j'ai  assignée  ailleurs  à  ces  singuliers  |)hénomènes  me  parait  être 
la  seule  qui  puisse  satisfaire  à  leur  ensembles;  mais,  cette  discussion 
étant  étrangère  ici,  je  me  borne  à  renvoyer  pour  cet  objet  à  mon  Expo- 
sition du  système,  du  Monde. 

Un  des  points  les  plus  délicats  de  la  théorie  des  probabilités,  et  celui 
qui  prête  le  plus  aux  illusions,  est  la  manière  dont  les  probabilités 
augmentent  ou  diminuent  par  leurs  combinaisons  mutuelles.  Si  les 
événements  sont  indépendants  les  uns  des  autres,  la  probabilité  de 
l'existence  de  leur  ensemble  est  le  produit  de  leurs  probabilités  parti- 
culières. Ainsi  la  probabilité  d'amener  un  as  avec  un  seul  dé  étant  un 
sixième,  celle  d'amener  deux  as  en  projetant  deux  dés  à  la  fois  est  un 
trente-sixième.  En  effet,  chacune  des  faces  de  l'un  pouvant  se  com- 
biner avec  les  six  faces  de  l'autre,  il  y  a  trente-six  cas  possibles  parmi 
lesquels  un  seul  donne  les  deux  as.  Généralement,  la  probabilité  qu'un 
événement  simple  dans  les  mêmes  circonstances  arrivera  de  suite  un 
nombre  donné  de  fois  est  égale  à  la  probabilité  de  l'événement  simple 
élevée  à  une  puissance  indiquée  par  ce  nombre.  Ainsi  les  puissances 
successives  d'une  fraction  moindre  que  l'unité  diminuant  sans  cesse, 
un  événement  qui  dépend  d'une  suite  de  probabilités  fort  grandes  peut 
devenir  extrêmement  peu  vraisemblable.  Supposons  qu'un  fait  nous 
soit  transmis  par  vingt  témoins,  de  manière  que  le  premier  l'ait  trans- 
mis au  deuxième,  le  deuxième  au  troisième,  et  ainsi  de  suite;  suppo- 
sons encore  que  la  probabilité  de  cha(|ue  témoignage  soit  égale  ii  neuf 
dixièmes;  celle  du  fait  sera  moindre  (ju'un  huitième,  c'est-à-dire  qui! 
y  aura  plus  de  sept  à  parier  contre  un  qu'il  est  faux.  On  ne  peut  mieux 
comparer  cette  diminution  de  la  probabilité  qu'il  l'extinction  de  la 
clarté  des  objets  par  l'interposition  de  plusieurs  morceaux  de  verre, 
une  épaisseur  peu  considérable  suffisant  pour  dérober  la  vue  d'un 
objet  qu'un  seul  morceau  laisse  apercevoir  d'une  manière  distincte. 
Les  historiens  ne  paraissent  pas  avoir  fait  assez  d'attention  ii  cette 
dégradation  de  la  probabilité  des  faits  lorsqu'ils  sont  vus  ii  travers  un 
grand  nombre  de  générations  successives;  plusieurs  événenuMils  hislo- 
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riqiies,  irputés  comme  certains,  seraient  au  moins  douteux  si  on  les 
soumettait  à  cette  analyse. 

Dans  les  sciences  purement  mathématiques,  les  conséquences  les 
plus  éloignées  participent  de  la  certitude  du  principe  dont  elles  dé- 
rivent. Dans  les  applications  de  l'Analyse  à  la  Physique,  les  consé- 
quences ont  toute  la  certitude  des  faits  ou  des  expériences.  Mais  dans 
les  sciences  morales,  oîi  chaque  conséquence  n'est  déduite  de  ce  qui 
la  précède  que  d'une  manière  vraisemhlahle,  quelque  probahles  que 
soient  ces  déductions,  la  chance  de  l'erreur  croit  avec  leur  nombre  et 
finit  par  surpasser  la  chance  de  la  vérité  dans  les  conséquences  très 
éloignées  du  principe. 

Quand  la  possil)iIité  des  événements  simples  est  connue,  la  proha- 
bilité des  événements  composés  peut  être  déterminée  par  la  théorie  des 
combinaisons;  mais  la  méthode  la  plus  directe  et  la  plus  générale  pour 
y  parvenir  consiste  à  observer  la  loi  de  la  variation  qu'elle  éprouve 
par  l'addition  d'un  ou  de  plusieurs  événements  simples,  et  à  la  faire 
dépendre  d'une  équation  aux  ditrérences  finies  ordinaires  ou  partielles. 
L'intégrale  de  cette  équation  est  l'expression  analytique  de  la  proha- 
bilité cherchée.  La  théorie  des  fonctions  génératrices,  que  j'ai  donnée 
autrefois  dans  les  Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences,  peut  être  ici 
d'un  grand  usage  (').  Cette  théorie  a  pour  objet  les  rapports  des  coef- 
ficients des  puissances  d'une  variable  indéterminée,  dans  le  dévelo[)- 
pement  d'une  fonction  de  cette  variable,  à  la  fonction  elle-même.  De 
la  simple  considération  de  ces  rapports  découlent,  avec  une  extrême 
facilité,  l'intégration  des  équations  aux  différences  ordinaires  ou  par- 
tielles, l'analogie  des  puissances  et  des  différences,  et  généralement 
le  transport  des  exposants  des  puissances  aux  caractéristiques  qui 
expriment  la  manière  d'être  des  variables. 

La  théorie  des  fonctions  génératrices  s'étend  aux  différences  infini- 
ment petites;  car,  si  l'on  développe  tous  les  termes  d'une  équation  aux 
différences  par  rapport  aux  puissances  de  la  différence  supposée  indé- 

(  '  )  OEiuTCf  lie  Laplncc.  t.  VIII  à  XII.  Ces  divers  Mémoires  forment  la  première  Partie 
lie  la  'J'héorie  analytique  des  prohabilités,  t.  VII. 
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tcriniiiro,  mais  iiifinimont  potito,  et  que  l'on  iiéiiliLÇc  les  infiiiiiiieiit 
[)o(itstriiii  orilrc  supérieur  relativement  à  eenx  d'un  ordre  inférieur,  ou 
aura  une  équation  aux  difl'érenees  infiniment  petites,  dont  l'intégrale 
est  celle  de  l'équation  aux  différences  finies,  dans  laquelle  on  néglige 
pareillement  les  infiniment  petits  par  rapport  aux  quantités  finies. 

Les  quantités  qu'on  néglige  dans  ces  passages  du  fini  à  l'infiniment 
petit  semblent  ôter  au  calcul  infinitésimal  la  rigueur  des  résultats  géo- 
métriques; mais  pour  la  lui  rendre  il  suffit  d'envisager  les  quantités 
que  l'on  conserve  dans  le  développement  d'une  équation  aux  diflerences 
finies  et  de  son  intégrale,  par  rapport  aux  puissances  de  la  difl'érence 
indéterminée,  comme  ayant  toutes  pour  facteur  la  plus  petite  puissance 
dont  on  compare  entre  eux  les  coefficients.  Celte  comparaison  étant 
rigoureuse,  le  calcul  différentiel,  qui  n'est  évidemment  que  celte  com- 
paraison même,  a  toute  la  rigueur  des  autres  opérations  algébriques. 
.Mais  la  considération  des  infiniment  petits  de  différents  ordres,  la  faci- 
lité de  les  reconnaître  a  priori  par  l'inspection  seule  des  grandeurs,  et 
l'omission  des  infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur  à  celui  que  l'on 
conserve,  à  mesure  qu'ils  se  présentent,  simplifient  extrêmement  les 
calculs  et  sont  l'un  des  principaux  avantages  de  l'Analyse  infinitési- 
male, qui  d'ailleurs,  en  réalisant  les  infiniment  petits  et  leur  attri- 
buant de  très  petites  valeurs,  donne,  par  une  première  approximation, 
les  différences  et  les  sommes  des  quantités. 

Le  passage  du  fini  à  l'infiniment  petit  a  l'avanfage  d'éclairer  plu- 
sieurs points  (le  l'Analyse  infinitésimale  qui  luit  été  l'objet  de  grandes 
contestations  parmi  les  géomètres.  C'est  ainsi  que,  dans  les  Mémoires 
de  r Académie  (les  Sciences  pour  l'annéfi  \~~[)  {  ').  j'ai  fait  voir  (|ue  les 
fonctions  arbitraires  qu'introduit  l'inlégrafion  des  é(|ualions  dilféren- 
tielies  pari iell.es  pouvaient  être  discontinues,  et  j'ai  délerminé  les 
conditions  auxquelles  cette  discontinuité  doit  être  assujettie.  Les 
résultats  transcendants  de  l'Analyse  sont,  comme  loutes  les  abstrac- 
tions de  l'enfendement,  des  signes  généraux  dont  on  ne  peut  déter- 
miner la  véritable  étendue  qu'en  remontant,  par  l'Analyse  métaphy- 

(')  OEuvrcs  de  Loplace,  t.  X,  |).  Sg. 
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sique,  aux  idées  élémentaires  qui  y  ont  conduit,  ce  qui  présente 
souvent  de  grandes  difficultés;  car  l'esprit  humain  en  éprouve  moins 
encore  à  se  porter  en  avant  qu'à  se  replier  sur  lui-même. 

Il  paraît  que  Fermât,  le  véritable  inventeur  du  Calcul  ditlérentiel,  a 
considéré  ce  calcul  comme  une  dérivation  de  celui  des  diflerences 
tinics,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur,  par 
rapport  à  ceux  d'un  ordre  inférieur;  c'est,  du  moins,  ce  qu'il  a  l'ait 
dans  sa  méthode  de  Maximis  et  dans  celle  des  tangentes,  qu'il  a 
étendue  aux  courbes  transcendantes.  On  voit  encore  par  sa  belle  solu- 
tion du  problème  de  la  réfraction  de  la  lumière,  en  supposant  qu'elle 
parvient  d'un  point  à  un  autre  dans  le  temps  le  plus  court  et  en 
concevant  qu'elle  se  meut,  dans  divers  milieux  diaphanes,  avec  diffé- 
rentes vitesses,  on  voit,  dis-je,  qu'il  savait  étendre  son  calcul  aux 
fonctions  irrationnelles,  en  se  débarrassant  des  irrationnalités  par 
l'élévation  des  radicaux  aux  puissances.  Newton  a  depuis  rendu  ce 
calcul  plus  analytique  dans  sa  Méthode  des  fluxions,  et  il  en  a  sim- 
plifié et  généralisé  les  procédés  par  l'invention  de  son  théorème  du 
binôme;  enfin,  presque  en  même  temps,  Leibnitz  a  enrichi  le  Calcul 
difi'érentiel  d'une  notation  très  heureuse  et  qui  s'est  adaptée  d'elle- 
même  à  l'extension  que  le  Calcul  différentiel  a  reçue  par  la  considé- 
ration des  différentielles  partielles.  La  langue  de  l'Analyse,  la  plus 
|)arfaite  de  toutes,  étant  par  elle-même  un  puissant  instrument  de 
découvertes,  ses  notations,  lorsqu'elles  sont  nécessaires  et  heureuse- 
ment imaginées,  sont  les  germes  de  nouveaux  calculs.  Ainsi  la  simple 
idée  qu'eut  Descartes  d'indiquer  les  puissances  des  quantités  repré- 
sentées par  des  lettres,  en  écrivant  vers  le  haut  de  ces  lettres  les 
nombres  qui  expriment  le  degré  de  ces  puissances,  a  donné  naissance 
au  Calcul  exponentiel;  et  Leibnitz  a  été  conduit  par  sa  notation  à 
l'analogie  singulière  des  puissances  et  des  différences.  Le  calcul  des 
fonctions  génératrices,  qui  donne  la  véritable  origine  de  cette  ana- 
logie, offre  tant  d'exemples  de  ce  transport  des  exposants  dos  puis- 
sances aux  caractéristiques,  qu'il  peut  encore  être  considéré  comme 
le  calcul  exponentiel  des  caractéristiques. 
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Aprî'S  cette  courte  digression  que  je  me  suis  permise  pour  suppléer, 
à  quelques  égards,  les  leçons  que  je  devais  vous  faire  sur  l'Analyse 
inrinitésimale,  je  reviens  aux  probabilités  :  lorsque  les  événements  que 
l'on  considère  sont  en  très  grand  nombre,  les  formules  auxquelles  on 
est  conduit  se  composent  d'une  si  grande  multitude  de  termes  et  de 
facteurs  que  leur  calcul  numérique  devient  impraticable.  11  est  alors 
indispensable  d'avoir  une  méthode  qui  transforme  ces  formules  en 
séries  convergentes.  J'ai  donné  pour  cet  objet,  dans  les  Mémoires  de 
l' Académie  des  Sciences  ('  ),  une  méthode  fondée  sur  la  transformation 
des  formules  fonctions  de  très  grands  nombres,  en  intégrales  définies 
que  l'on  intègre  par  des  séries  très  convergentes;  et  il  y  a  cela  de 
remarquable,  savoir,  que  la  quantité  sous  le  signe  intégral  est  la  fonc- 
tion génératrice  de  la  fonction  exprimée  par  l'intégrale  définie;  en 
sorte  que  les  théories  des  fonctions  génératrices  et  des  approximations 
lies  formules  fonctions  de  très  grands  nombres  peuvent  être  consi- 
dérées comme  les  deux  branches  d'un  même  calcul  que  je  désigne  sous 
le  nom  de  Calcul  des  fonctions  génératrices. 

Par  son  moyen  on  peut  déterminer  avec  facilité  les  limites  de  la 
probabilité  des  résultats  et  des  causes  indiqués  par  les  événements 
considérés  en  grand  nombre,  et  les  lois  suivant  lesquelles  cette  pro- 
l)abilité  approche  de  ses  limites  à  mesure  que  les  événements  se  mul- 
tiplient. Cette  recherche,  la  plus  délicate  de  la  théorie  des  hasards, 
mérite  l'attention  des  géomètres  par  l'analyse  qu'elle  exige,  et  celle  des 
philosophes,  eu  faisant  voir  comment  la  régularité  finit  par  s'établir 
dans  les  choses  mêmes  qui  nous  paraissent  entièrement  livrées  au 
hasard,  et  en  nous  dévoilant  les  causes  cachées,  mais  constantes,  dont 
cette  régularité  dépend.  Mais  je  dois  ici  me  borner  à  vous  présenter  les 
principes  et  les  résultats  généraux  de  la  théorie  des  probabilités. 

Quand  deux  événements  dépendent  l'un  de  l'autre,  la  prohabilité  de 
V événem,ent  composé  est  le  produit  de  la  probabilité  du  premier  de  ces  évé- 
nements par  la  prohabilité  que,  cet  événement  étant  arrivé,  l 'autre  aura  lieu . 

(')   OEinrcs  de  I.aplace,  t.  IX,  X  et  XII. 
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Ainsi  dans  le  cas  précédent  des  trois  urnes  A,  ]},  C,  dont  deux  ne 
contiennent  que  des  boules  blanches  et  dont  une  ne  renferme  que  des 
boules  noires,  la  probabilité  de  tirer  une  boule  blanche  de  riirnc  (1 
est  |,  puisque  deux  des  trois  urnes  ne  contiennent  que  des  boules  de 
cette  couleur;  mais,  lorsqu'on  a  extrait  une  boule  blanche  de  l'urne  C, 
l'indécision  relative  à  celle  des  urnes  qui  ne  renferme  que  des  boules 
noires  ne  portant  [dus  que  sur  les  urnes  A  et  IJ,  la  probabilité  d'ex- 
traire une  boule  blanche  de  l'urne  B  devient  !,;  le  produit  de  ';;  par  ^ 
ou  ~  est  donc  la  probabilité  d'extraire  des  urnes  B  et  C  deux  boules 
blanches. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  l'influence  des  événements  passés  sur 
la  probabilité  des  événements  futurs.  Car  la  probabilité  d'extraire  une 
boule  blanche  de  l'urne  B,  qui  primitivement  est  f ,  se  réduit  à  ^  lors- 
qu'on a  extrait  une  boule  blaïu-be  de  l'urne  C;  elle  se  changerait  en 
certitude  si  l'on  avait  extrait  une  boule  noire  de  la  même  urne.  On 
déterminera  cette  influence  des  événements  passés  au  moyen  du  prin- 
cipe suivant  : 

5t  l'on  calcule  a  priori  les  probabilités  de  l'événement  arrivé  et  d'un 
événement  composé  de  celui-ci  et  d'un  autre  que  l'on  attend,  la  seconde 
probabilité  divisée  par  la  première  sera  la  probabilité  de  l' événement 
attendu  tirée  de  l  événement  observé. 

Quand  les  possibilités  des  événements  simples  sont  totalement  in- 
connues, ou  détermine  a  priori  la  probabilité  d'un  événement  com- 
posé en  donnant  successivement  à  ces  possibilités  toutes  les  valeurs 
dont  elles  sont  susceptibles,  et  en  prenant  une  moyenne  entre  les 
probabilités  relatives  à  chacune  de  ces  valeurs.  On  trouve  ainsi,  par 
exemple,  qu'en  faisant  remonter  à  cinq  mille  ans  l'époque  la  plus 
ancienne  de  l'histoire,  le  Soleil  s'étant  levé  constamment  dans  cet 
intervalle  à  chaque  révolution  de  vingt-quatre  heures,  il  y  a  dix-huit 
cent  vingt-six  mille  à  parier  contre  un  qu'il  se  lèvera  dans  la  révolution 
suivante.  Mais  ce  nombre  est  incomparablement  plus  fort  pour  celui 
(|ui,  connaissant  par  l'ensemble  des  phénomènes  célestes  le  principe 
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régulateur  dos  jours  cl  dos  saisons,  voit  que  rioii  ne  pont,  dans  le 
moment  actuel,  en  arrêter  le  cours. 

Ici  se  présente  la  question  agitée  par  quelques  philosophes  touchant 
rinfluence  du  passé  sur  la  prohabilité  de  l'avenir. 

Supposons  qu'au  jeu  de  croix  cl  pile  on  ait  amené  croix  plus  souvent 
que  pile;  par  cela  seul  nous  serons  portés  à  croire  que,  dans  la  consti- 
tution de  la  pièce,  il  existe  une  cause  constante  qui  le  favorise,  les 
coups  passés  influent  donc  alors  sur  la  probabilité  des  événements 
futurs.  Ainsi,  dans  la  conduite  de  la  vie,  le  bonheur  est  souvent  une 
preuve  d'habileté  qui  doit  faire  employer  de  préférence  les  personnes 
heureuses.  Mais  si,  par  l'instabilité  des  circonstances,  nous  sommes 
ramenés  sans  cesse  à  l'état  d'une  indécision  absolue  sur  ce  qui  doit 
arriver;  si,  par  exemple,  on  change  de  pièce  à  chaque  coup  au  jeu  de 
croix  et  pile,  le  passé  ne  peut  répandre  aucune  lumière  sur  l'avenir,  el 
il  serait  absurde  d'en  tenir  compte.  On  voit  par  là  ce  qu'il  faut  penser 
de  ces  veines  de  bonheur  ou  de  malheur  que  les  hommes  imaginent 
pour  expliquer  la  constance  de  quelques  événements  qui  leur  sont 
favorables  ou  contraires.  Ils  t<)mbent  même  à  cet  égard  dans  une  con- 
tradiction évidente,  puisque  dans  plusieurs  cas,  et  spécialement  dans 
les  loteries,  ils  jugent  qu'un  événement  qui  depuis  longtemps  n'est  pas 
arrivé  en  devient  plus  vraisemblable.  Cette  erreur  fort  commune  me 
parait  tenir  à  une  illusion  par  laquelle  on  se  reporte  involontairement 
il  l'origine  des  événements.  Il  est,  par  exemple,  très  peu  vraisemblable 
(ju'au  jeu  de  croix  et  pile  on  amènera  croix  dix  fois  de  suite;  celte 
invraisemblance,  qui  nous  frappe  encore  lorsqu'il  est  arrivé  neuf  fois, 
nous  porte  à  croire  qu'au  dixième  coup  il  n'arrivera  pas.  Mais,  loin  de 
nous  faire  juger  ainsi,  le  passé,  en  paraissant  indiquer  dans  la  pièce 
plus  de  pente  pour  croix  (jue  pour  |)ile,  rend  le  premier  de  ces  événe- 
ments plus  probable  (jue  l'autre;  il  augmente  conséquemmenl  la  pro- 
liaiiiiité  de  l'arrivée  de  croix  au  coup  suivant.  En  étendani  généralenienl 
cette  remarque  aux  causes  inconnues,  mais  constantes,  qui  favorisent 
les  événements,  on  trouve  ce  résultat  remarquable,  savoir,  qu'elles 
décroissent  toujours  la  probabilité  des  événements  composés  de  la  répétition 
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(l'un  même  événement  simple  sans  accroître  cependant  la  probabilité  de 
sa  première  arrivée,  puisque  l'on  est  censé  ignorer  d'abord  les  événements 
que  ces  causes  favorisent.  Ainsi,  au  jeu  de  croix  et  pile,  l'inégalité 
inconnue  qui,  selon  toute  vraisemblance,  existe  entre  les  facilités  des 
deux  faces,  n'augmente  point  la  probabilité  d'amener  croix  ou  pile  au 
premier  coup;  mais  elle  augmente  la  probabilité  d'amener  l'un  ou 
l'autre  deux  fois  de  suite,  probabilité  qui  serait  ~  si  les  facilités  des 
deux  faces  étaient  parfaitement  égales. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  et  ce  sont  les  plus  intéressants  de 
l'analyse  des  hasards,  les  possibilités  des  événements  simples  sont 
inconnues,  et  nous  sommes  réduits  ii  chercher  dans  les  événements 
passés  les  indices  qui  peuvent  nous  guider  dans  nos  conjectures  sur 
les  causes  dont  ils  dépendent.  Mais  de  quelle  manière  ces  événements 
nous  dévoilent-ils,  en  se  développant,  leurs  causes  et  leurs  possibilités 
respectives?  C'est  un  problème  dont  la  solution  exige  une  analyse  très 
délicate.  Cette  analyse  conduit  au  théorème  suivant  : 

Lorsqu'un  événement,  composé  de  plusieurs  événements  simples,  tel 
quune  partie  de  jeu,  a  été  répété  un  grand  nombre  de  fois,  les  possibilités 
des  événements  simples  qui  rendent  ce  que  l'on  a  observé  le  plus  probable 
sont  celles,  que  l'observation  indique  avec  le  plus  de  vraisemblance;  à 
mesure  que  l'événement  composé  se  répète,  celte  vraisemblance  augmente 
sans  cesse  et  fnit  par  se  confondre  avec  la  certitude,  dans  la  supposition 
d'un  nombre  inf  ni  de  répétitions.  ; 

11  y  a  ici  deux  sortes  d'approximations;  l'une  d'elles  est  relative  aux 
limites  prises  de  part  et  d'autre  des  possibilités  qui  donnent  au  passé 
le  plus  de  vraisemblance;  l'autre  approximation  se  rapporte  à  la  pro- 
babilité que  ces  possibilités  tombent  dans  ces  limites.  La  répétition  de 
l'événement  composé  accroît  de  plus  en  plus  cette  probabilité,  les 
limites  restant  les  mêmes;  elle  resserre  de  plus  en  plus  l'intervalle  de 
ces  limites,  la  probabilité  restant  la  même;  dans  l'infini  cet  intervalle 
devient  nul,  et  la  probabilité  se  change  en  certitude.  La  même  analyse 
conduit  encore  à  cet  autre  théorème  : 
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Si  l'on  multiplie  indéfiniment  les  observations  ou  les  expériences,  leur 
résultat  moyen  converge  vers  un  terme  fixe,  de  manière  qu'en  prenant  de 
part  et  d'autre  de  ce  terme  un  intervalle  aussi  petit  que  l'on  voudra,  la 
probabilité  que  le  résultat  moyen  tombera  dans  cet  intervalle  finira  par  ne 
différer  de  la  certitude  que  d'une  quantité  moindre  que  toute  grandeur 
assignable.  Ce  terme  est  la  vérité  même  si  les  erreurs  positives  et  négatives 
sont  également  Jaciles;  et,  généralement,  il  est  l'abscisse  de  la  courbe  de 
facilité  des  erreurs  correspondant  au  centre  de  gravité  de  l 'aire  de  cette 
courbe,  l'origi/ie  des  abscisses  étant  celle  des  erreurs. 

Ainsi,  le  résultat  moyen  d'iiii  grand  nombre  d'oI)servations  futures 
sera  le  même  à  très  peu  près  que  celui  d'un  grand  nombre  d'observa- 
tions semblables  déjà  faites. 

Les  événements  qui  dépendent  du  hasard  olfrenl  dans  leur  ensemble 
une  régularité  qui  parait  tenir  à  un  dessein,  mais  qui  n'est  au  fond 
que  le  développement  de  leurs  possibilités  resiteclives.  Le  rapport  des 
naissances  annuelles  des  garçons  ii  celles  des  filles,  dans  les  grandes 
villes  telles  que  Paris  et  Londres,  en  est  un  exemple.  Ce  rapport  est 
très  peu  variable;  on  a  cru  voir  dans  cette  constance  une  preuve  de  la 
Providence  qui  gouverne  le  monde;  mais  elle  n'est  qu'un  résultat  du 
premier  des  théorèmes  précédents,  suivant  lequel  ce  rapport  doit  tou- 
jours coïncider  ii  peu  près  avec  celui  des  facilités  de  naissance  des 
deux  sexes.  On  peut  même  en  conclure,  comme  loi  générale,  que  les 
rapports  des  effets  de  la  nature,  tels  que  celui  des  naissances  à  la 
population,  ou  des  mariages  aux  naissances,  sont  ii  fort  peu  près 
constants  quand  ces  effets  sont  considérés  en  très  grand  nombre. 
Ainsi,  malgré  la  grande  variété  des  années,  la  somme  des  productions, 
pendant  un  nombre  d'années  considérable,  est  sensiblement  la  même; 
en  sorte  que  l'homme  peut,  par  une  utile  prévoyance,  se  mettre  a  l'abri 
de  l'irrégularité  des  saisons  en  répandant  également  sur  tous  les  temps 
les  biens  que  la  nature  lui  distribue  d'une  manière  inégale.  Je  n'excepte 
pas  même  de  la  loi  précédente  les  effets  dus  aux  causes  morales  :  ii 
Paris,  le  nombre  des  naissances  annuelles,  depuis  un  grand  nombre 
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d'années,  a  peu  dilTéré  de  dix-neuf  mille;  et  j'ai  oui  dire  qu'à  la  poste, 
le  nombre  des  lettres  mises  au  rebut,  par  les  défauts  des  adresses,  était 
à  peu  près  le  même  chaque  année. 

Au  milieu  de  l'inconstance  des  phénomènes  qui  semblent  le  plus 
dé[»endre  du  hasard,  il  existe  donc  des  rapports  fixes  vers  lesquels  ils 
tendent  sans  cesse,  mais  qu'ils  ne  peuvent  atteindre  que  dans  l'infini. 
La  recherche  de  ces  rapports  et  des  lois  suivant  lesquelles  les  résultats 
des  phénomènes  s'en  approchent  est  un  des  points  les  plus  intéressants 
de  la  théorie  des  probabilités. 

Chacune  des  causes  auxquelles  un  événement  observé  peut  être  attribué 
est  indiquée  avec  d'autant  plus  de  rraiseniblance  qu'il  est  plus  probable 
que,  cette  cause  étant  supposée  exister,  l'événement  aura  lieu;  la  proha- 
bilité de  l'existence  d'une  quelconque  de  ces  causes  est  donc  une  fraction 
dont  le  numérateur  est  la  probabilité  de  l'événement  résultant  de  cette 
cause,  et  dont  le  dénominateur  est  la  somme  des  prohabilités  semblables 
relatives  à  toutes  les  causes. 

C'est  le  principe  fondamental  de  cette  branche  de  l'Analyse  des 
hasards,  qui  consiste  à  remonter  des  événements  aux  causes. 

Ce  principe  donne  la  raison  pour  laquelle  on  attribue  les  événements 
réguliers  à  une  cause  particulière.  Quelques  philosophes  ont  cru  que 
ces  événements  sont  moins  possibles  que  les  autres  et  qu'au  jeu  de 
croix  et  pile,  par  exemple,  la  combinaison  dans  laquelle  croix  arrive 
vingt  fois  de  suite  est  moins  facile  à  la  nature  que  celle  où  croix 
et  pile  sont  entremêlées  d'une  façon  irrégulière.  Mais  cette  opinion 
suppose  que  les  événements  passés  influent  sur  la  possibilité  des 
événements  futurs,  ce  qui  n'est  point  admissible.  Les  combinaisons 
régulières  n'arrivent  plus  rarement  que  parce  qu'elles  sont  moins 
nombreuses.  Si  nous  recherchons  une  cause  là  où  nous  apercevons  de 
la  symétrie,  ce  n'est  pas  que  nous  regardions  un  événement  symé- 
trique comme  étant  moins  possible  que  les  autres  ;  mais,  cet  événement 
devant  être  l'effet  d'une  cause  régulière  ou  celui  du  hasard,  la  pre- 
mière de  ces  suppositions  est  plus  probable  que  la  seconde.  Nous 
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voyons  sur  iino  table  dos  caractôres  d'imprimerie  disposés  dans  cet 
ordre,  Constantinople,  et  nous  jugeons  que  cet  arrangement  n'est  pas 
l'effet  du  hasard,  non  parce  (]u'il  est  moins  possible  que  les  autres, 
puisque,  si  ce  mot  n'était  employé  dans  aucune  langue,  cet  arrange- 
menl  ne  serait  ni  plus  ni  moins  possible  en  lui-mêine,  et  cependant 
MOUS  ne  lui  soupçonnerions  alors  aucune  cause  particulière;  mais,  ce 
mot  étant  en  usage  parmi  nous,  il  est  incomparablement  plus  |»robable 
([u'une  personne  aura  ainsi  disposé  les  caractères  précédents  qu'il  ne 
l'est  que  cet  arrangement  est  dû  au  hasard. 

De  là  nous  devons  généralement  conclure  que,  plus  un  fait  est  extra- 
ordinaire, plus  il  a  besoin  d'être  appuyé  de  fortes  preuves;  car,  ceux 
qui  l'attestent  pouvant  ou  tromper  (ui  avoir  été  trompés,  ces  deux 
causes  sont  d'autant  plus  probables  que  la  réalité  du  lait  l'est  moins 
en  elle-même.  Il  y  a  des  choses  tellement  extraordinaires  que  rien  ne 
peut,  aux  yeux  des  hommes  éclairés,  en  balancer  l'invraisemblance. 
Mais  celle-ci,  par  rciïet  d'une  opinion  dominante,  peut  être  affaiblie 
au  point  de  paraître  inférieure  à  la  probabilité  des  témoignages;  et 
quand  cette  opinion  vient  à  changer,  un  récit  absurde,  admis  géné- 
ralement dans  le  siècle  qui  lui  a  donné  naissance,  n'olTre  aux  siècles 
suivants  qu'une  nouvelle  preuve  de  la  grande  influence  de  l'opinion 
sur  les  meilleurs  esprits. 

Avant  de  prononcer  sur  l'existence  d'une  cause  qui  semble  indiquée 
par  les  événements  observés,  il  faut  déterminer  sa  probabilité  résultant 
de  ces  événements;  autrement,  on  s'exposerait  à  rapporter  à  une  cause 
constante  cette  régularité  qu'alfectent  quelquefois  les  événements  dus 
au  hasard,  et  qui  ne  se  soutient  plus  quand  ils  sont  très  multipliés; 
mais  cette  distinction  exige  une  analyse  toute  particulière.  En  l'appli- 
quant au  rapport  des  naissances  des  garçons  à  celles  des  tilles  observé 
dans  les  diverses  parties  de  l'iùirope,  on  trouve  que  ce  rapport,  par- 
tout à  peu  près  celui  de  22  à  21,  indique  avec  une  extrême  probabilité 
une  plus  grande  facilité  dans  les  naissances  des  garçons.  Si  l'on  con- 
sidère ensuite  qu'il  est  le  même  à  Naples  qu'à  Pétersbourg,  on  verra 
qu'à  cet  égard  l'influence  du  climat  est  insensible.  On  pouvait  donc 
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soupçonner,  contre  l'opinion  commune,  que  cette  supériorité  des  nais- 
sances masculines  subsiste  dans  l'Orient  même.  J'avais,  en  consé- 
quence, invité  les  savants  français  envoyés  en  Egypte  ii  faire  des 
recherches  sur  cette  question  intéressante;  mais  la  difliculté  d'obtenir 
des  renseignements  précis  sur  les  naissances  no  leur  a  pas  permis  de 
la  résoudre. 

Les  registres  des  naissances  peuvent  servir  à  déterminer  la  popula- 
tion sans  recourir  au  dénombrement  des  habitants;  mais  il  faut,  pour 
cela,  connaître  le  rapport  de  la  population  aux  naissances.  Le  moyen 
d'y  parvenir  le  plus  exact  consiste  :  i"  à  choisir  plusieurs  communes 
ilans  chaque  département  pour  avoir  un  milieu  entre  les  petites  ditfé- 
rences  que  les  causes  locales  apportent  dans  les  résultats;  2°  à  faire  le 
dénombrement  des  habitants  de  ces  communes  à  une  époque  donnée; 
3"  à  déterminer,  par  le  relevé  des  naissances  durant  plusieurs  années 
qui  précèdent  ou  suivent  cette  époque,  le  nombre  correspondant  des 
naissances  annuelles.  (]c  nombre,  divisé  jiar  celui  des  habitants,  don- 
nera le  rapport  des  naissances  à  la  population,  d'une  manière  d'autant 
plus  précise  que  le  dénombrement  sera  plus  considérable.  On  trouve, 
par  l'analyse  des  hasards,  que  ce  dénombrement  doit  s'élever  à  douze 
ou  quinze  cent  mille  habitants,  pour  avoir  une  grande  probabilité  que 
les  erreurs  sur  la  population  entière  de  la  France,  déterminée  par  les 
naissances,  seront  renfermées  dans  d'étroites  limites.  Le  Gouverne- 
ment, convaincu  de  l'utilité  d'un  semblable  dénombrement,  en  a  bien 
voulu  ordonner  l'exécution,  à  ma  prière.  Dans  trente  départements 
distribués  sur  la  surface  de  la  France,  on  a  fait  choix  des  communes 
qui  pouvaient  donner  les  renseignements  les  plus  précis.  Elles  ont 
fourni,  pour  le  i"  vendémiaire  an  XI,  des  dénombrements  dont  la 
somme  s'élève  à  2037G15  individus.  Le  relevé  des  naissances,  des 
mariages  et  des  morts,  pendant  les  années  VIII,  IX  et  X,  a  donné 
pour  ces  trois  années  : 


1 10 3 l'A  garçons  j  ^      ^  l   loSGSg  mâles 

105287  lilles        î  '  I     '.(9  413  femelles 
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Le  rapport  do  la  population  aux  naissances  annuelles  est  donc 
28  'J^^^^  ;  il  est  donc  plus  grand  qu'on  ne  l'avait  estimé  jusqu'ici.  Le 
rapport  des  naissances  des  garçons  à  celles  des  filles,  que  ce  relevé 
présente,  est  celui  de  22  à  21;  et  les  mariages  sont  aux  naissances 
comme  3  à  i4- 

A  Paris,  les  baptêmes  des  enfants  des  deux  sexes  s'écartent  un  peu 
du  rapport  de  22  à  21.  Depuis  le  commencement  de  i']l\o,  époque  à 
laquelle  on  a  commencé  à  distinguer  les  sexes  sur  les  registres  des 
naissances,  jus(|u';i  la  fin  de  1784,  on  a  baptisé  dans  cette  grande 
ville  393386  garçons  et  377  555  filles.  Le  rapport  de  ces  deux  nombres 
est  à  peu  près  celui  de  25  à  24;  il  parait  donc  qu'à  Paris  une  cause 
particulière  rapproche  de  l'égalité  les  baptêmes  des  deux  sexes;  et,  si 
l'on  applique  à  cet  objet  le  Calcul  des  probabilités,  on  trouve  qu'il  y  a 
238  environ  à  parier  contre  i  en  faveur  de  son  existence,  ce  qui  suffit 
pour  en  autoriser  la  recherche.  Alors  j'ai  soupçonné  que  la  dilféreuce 
observée  à  cet  égard  entre  Paris  et  le  reste  de  la  France  pouvait  tenir 
à  ce  que,  dans  la  campagne  et  dans  les  provinces,  les  parents,  trouvant 
(|uelque  avantage  à  retenir  près  d'eux  les  garçons,  en  avaient  envoyé 
à  l'hospice  des  enfants  trouvés  de  Paris  dans  un  rapport  moindre  que 
celui  des  naissances  des  deux  sexes.  C'est  ce  que  le  relevé  des  registres 
de  cet  hospice  m'a  fait  voir  avec  évidence.  Depuis  le  commencement 
de  1745  jusqu'à  la  fin  de  i8og,  il  y  est  entré  109405  filles  et  iG3  499  gar- 
çons; et  ce  dernier  nombre  n'excède  que  de  -^  le  précédent,  qu'il  aurait 
dû  surpasser  de  ^'j,  d'après  le  rapport  observé  des  naissances.  Ce  qui 
achève  de  confirmer  la  cause  assignée,  c'est  que,  si  l'on  n'a  point  égard 
aux  enfants  trouvés,  le  rapport  des  deux  sexes,  à  Paris,  est  celui  de  22 
à  21,  comme  dans  les  départements. 

La  probabilité  des  événements  sert  à  déterminer  l'espérance  et  la 
crainte  des  personnes  intéressées  à  leur  existence.  Le  mot  espérance  a 
diverses  acceptions  :  il  exprime  généralement  l'avantage  de  celui  qui 
attend  un  bien  quelconque,  dans  une  supposition  qui  n'est  que  vrai- 
semblable. Dans  la  théorie  des  hasards,  cet  avantage  est  le  produit  de 
la  somme  espérée  par  la  probabilité  de  l'obtenir;  c'est  la  somme  par- 
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tielle  qui  doit  revenir,  lorsqu'on  ne  veut  point  courir  les  risques  do 
l'événement,  en  supposant  que  la  répartition  de  la  somme  entière  se 
fasse  proportionnellement  aux  probabilités.  Cette  manière  de  la  ré- 
partir est  la  seule  équitable,  quand  on  fait  abstraction  de  toute  circon- 
stance étrangère,  parce  qu'avec  un  égal  degré  de  probabilité  on  a  un 
droit  égal  sur  la  somme  espérée.  Nous  nommerons  cet  avantage  espé- 
rance mathématique,  pour  la  distinguer  de  Vespérance  morale,  qui 
dépend,  comme  elle,  de  la  somme  espérée  et  de  la  probabilité  de 
l'obtenir,  mais  qui  se  règle  encore  sur  mille  circonstances  variables 
qu'il  est  presque  toujours  impossible  de  définir  et  plus  encore  d'assu- 
jettir au  Calcul.  Ces  circonstances,  il  est  vrai,  ne  font  qu'augmenter  ou 
diminuer  la  valeur  du  bien  espéré;  alors  on  peut  considérer  l'espé- 
rance morale  elle-même  comme  le  produit  de  cette  valeur  par  la  pro- 
babilité de  l'obtenir;  mais  on  doit  distinguer,  dans  le  bien  espéré,  sa 
valeur  relative  de  sa  valeur  absolue.  Celle-ci  est  indépendante  des 
motifs  qui  le  font  désirer,  au  lieu  que  la  première  croit  avec  ces  motifs. 

On  ne  peut  donner  de  principe  général  pour  apprécier  cette  valeur 
relative.  En  voici  cependant  un  proposé  par  Daniel  Bernoulli,  et  qni 
peut  servir  dans  beaucoup  de  cas.  La  l'alear  relative  d'une  somme  infi- 
niment petite  est  égale  à  sa  valeur  absolue  divisée  par  le  bien  total  de  la 
personne  intéressée.  En  effet,  il  est  clair  que  i'''"  ayant  peu  de  valeur 
pour  celui  qui  en  possède  un  grand  nombre,  la  manière  la  plus  natu- 
relle d'estimer  sa  valeur  relative  est  de  la  supposer  en  raison  inverse 
do  ce  nombre. 

En  appliquant  l'Analyse  ii  ce  principe,  on  parvient  à  divers  résultats 
conformes  aux  indications  du  sens  commun,  mais  que  l'on  peut 
apprécier  par  ce  moyen  avec  quelque  exactitude.  Telle  est  cette  règle 
dictée  par  la  prudence,  et  qui  consiste  à  exposer  sa  fortune  par  parties 
à  des  dangers  indépendants  les  uns  des  autres,  plutôt  que  de  l'exposer 
tout  entière  au  même  danger.  Il  résulte  encore  du  même  principe 
qu'au  jeu  le  plus  égal  la  perte  est  toujours  relativement  plus  grande 
que  le  gain.  Ainsi,  l'on  trouve  qu'en  supposant  la  fortune  des  joueurs 
de  loo'^'"  et  leur  mise  au  jeu  de  oo'^'',  leur  fortune  se  trouve  réduite 
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à  87'"'";  le  jeu  est  donc  désavantageux  dans  le  cas  même  où  la  mise  est 
égale  au  produit  de  la  somme  espérée  par  la  probabilité  de  l'obtenir. 
On  peut  juger  par  là  de  l'immoralité  des  jeux  dans  lesquels  la  somme 
promise  est  au-dessous  de  ce  produit  :  ils  ne  subsistent  (|uc  par  les 
faux  raisonnements  et  la  cupidité  qu'ils  fomentent  et  qui,  portant  le 
peuple  à  sacrifier  son  nécessaire  à  des  espérances  chimériques  dont 
il  est  hors  d'état  d'apprécier  l'invraisemblance,  sont  la  source  d'une 
infinité  de  maux. 

//  existe,  dans  la  répétition  d'un  événement  avantageux,  un  ternie 
fixe  vers  lequel  le  bénéfice  moyen  converge  à  mesure  que  l'événement  se 
multiplie.  Le  bénéfice  réel  est  de  plus  en  plus  probable  et  s'accroît  sans 
cesse;  il  devient  certain  dans  l'hypothèse  d'un  nombre  infini  de  répéti- 
tions et,  en  le  divisant  par  leur  nombre,  le  quotient  est  l' espérance  mathé- 
matique elle-même  ou  l'avantage  relatif  à  chaque  événement .  Il  en  est 
de  même  de  la  perte,  qui  devient  certaine  à  la  longue,  pour  peu  que 
l  événement  soit  désavantageux. 

Ce  théorème  sur  les  bénéfices  ou  les  pertes  est  analogue  à  ceux  que 
nous  avons  donnés  précédemment  sur  les  rapports  qu'indiquent  les 
répétitions  indéfinies  des  événements  simples  ou  composés  ;  et,  comme 
eux,  ils  prouvent  que  la  régularité  finit  par  s'établir  dans  les  choses 
les  plus  subordonnées  à  ce  que  nous  nommons  hasard. 

On  a  construit  des  Tables  de  mortalité  qui  présentent  toutes  ce 
résultat  affligeant,  savoir  :  que  la  moitié  du  genre  humain  périt  avant 
d'avoir  terminé  sa  vingtième  année.  La  manière  de  former  ces  Tables 
est  très  simple.  On  prend  sur  les  registres  des  naissances  et  des  morts 
un  grand  nombre  d'enfants  que  l'on  suit  pendant  le  cours  de  leur  vie, 
en  déterminant  combien  il  en  reste  à  la  fin  de  chaque  année  de  leur 
âge,  et  l'on  inscrit  ce  nombre  vis-à-vis  de  chaque  année  finissante. 
Mais,  comme  dans  les  deux  ou  trois  premières  années  de  la  vie  la  mor- 
talité est  très  rapide,  il  faut,  pour  plus  d'exactitude,  indiquer  dans  ce 
premier  âge  le  nombre  des  survivants  à  la  fin  de  chaque  demi-année. 
Les  divers  états  de  la  vie  offrent,  à  l'égard  de  la  mortalité,  des  dilfé- 
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renées  très  sensibles,  relatives  aux  fatigues  et  aux  dangers  insépa- 
rables de  chaque  état,  et  dont  il  est  indispensable  de  tenir  compte  dans 
les  calculs  fondés  sur  la  durée  de  la  vie.  Mais  ces  différences  n'ont  pas 
encore  été  suffisamment  déterminées.  Elles  le  seront  un  jour  :  alors  on 
saura  quel  sacrifice  de  la  vie  chaque  profession  exige,  e(  l'on  profitera 
de  ces  connaissances  pour  en  diminuer  les  dangers. 

Si  l'on  divise  la  somme  des  années  de  la  vie  do  tous  les  individus 
considérés  dans  une  Table  de  mortalité  par  le  nombre  de  ces  individus, 
on  a  la  durée  moyenne  de  la  vie,  que  l'on  trouve  ainsi  de  vingt-huit  ans 
et  demi.  La  durée  moyenne  de  ce  qui  reste  encore  à  vivre,  lorsqu'on 
est  parvenu  à  un  âge  quelconque,  se  détermine  en  faisant  une  somme 
des  années  qu'ont  vécu  au  delà  de  cet  âge  tous  les  individus  qui  l'ont 
atteint,  et  en  la  divisant  par  le  nombre  de  ces  individus,  ("e  n'est  point 
au  moment  de  la  naissance  que  cette  durée  est  la  plus  grande;  c'est 
lorsqu'on  a  échappé  aux  dangers  de  la  première  enfance,  et  alors  elle 
est  d'environ  quarante-trois  ans.  La  probabilité  d'arriver  à  un  âge 
<îuelconquo,  en  partant  d'un  âge  donné,  est  égale  au  rapport  des  deux 
nombres  d'individus  indiqués  dans  la  Table  à  ces  deux  âges. 

On  conçoit  que  la  précision  de  ces  résultats  exige  que  l'on  considère 
un  très  grand  nombre  de  naissances;  mais  l'analyse  des  probabilités 
nous  montre  qu'ils  approchent  sans  cesse  de  la  vérité,  avec  laquelle  ils 
finissent  par  coïncider,  lorsque  le  nombre  des  naissances  considérées 
devient  infini. 

On  a  observé  qu'il  existe  plus  de  femmes  que  d'hommes,  quoi- 
qu'il naisse  plus  de  garçons  que  de  filles.  Or,  dans  les  contrées  où  la 
population  est  constante,  le  rapport  de  la  population  aux  naissances 
annuelles  est  égal  au  nombre  des  années  de  la  durée  moyenne  de  la 
vie;  cette  durée  est  donc  plus  grande  pour  les  femmes  que  pour  les 
hommes,  soit  en  vertu  de  leur  constitution,  soit  parce  qu'elles  sont 
exposées  à  moins  do  dangers. 

II  est  visible  que  la  durée  moyenne  de  la  vie  serait  augmentée  si  les 
guerres  devenaient  plus  rares,  si  l'aisance  était  plus  grande  et  plus 
générale  et  si,  par  dos  moyens  quelconques,  l'iioinme  parvenait   ii 
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reiulro  plus  salubrc  le  sol  qu'il  habite  et  à  dimiiuier  le  nombre  et  les 
dangers  des  maladies.  C'est  ce  qu'il  a  fait  à  l'égard  de  la  petite  vérole, 
l'un  des  Iléaux  les  plus  destructeurs  de  l'espèce  humaine.  Daniel  Ber- 
noulli  a  trouvé,  par  une  application  ingénieuse  du  Calcul  des  proba- 
bilités, que  l'inoculation  augmente  sensiblement  la  vie  moyenne,  en 
supposant  même  qu'il  pérît  un  inoculé  sur  deux  cents;  il  n'est  donc 
pas  douteux  qu'elle  soit  avantageuse  à  l'Etat.  Mais  celui  qui  veut  se 
faire  inoculer  doit  comparer  le  danger  très  petit,  mais  prochain,  d'en 
mourir  au  danger  beaucoup  plus  grand,  mais  plus  éloigné,  de  mourir 
de  la  petite  vérole  naturelle;  et,  quoique  la  considération  de  la  proxi- 
mité du  danger  soit  nulle  pour  l'Etat,  qui  n'envisage  que  la  niasse  des 
citoyens,  elle  ne  l'est  pas  pour  les  individus.  Cependant,  l'inoculation 
bien  conduite  fait  périr  un  si  petit  nombre  de  personnes,  et  les  ravages 
de  la  petite  vérole  naturelle  sont  si  considérables,  que  l'intérêt  parti- 
culier se  joint  à  celui  de  l'Etat  pour  adopter  cette  méthode.  Le  père 
de  famille,  dont  l'attachement  pour  ses  enfants  croit  avec  eux,  ne  doit 
point  balancer  à  les  soumettre  à  une  opération  qui  les  délivre  de 
l'inquiétude  et  des  dangers  d'une  aussi  cruelle  maladie,  et  qui  lui 
assure  le  fruit  de  ses  soins  et  de  leur  éducation.  Je  n'hésite  donc  point 
à  conseiller  la  pratique  salutaire  de  l'inoculation  et  à  la  regarder 
comme  l'un  des  résultats  les  plus  avantageux  que  la  Médecine  ait  tirés 
de  l'expérience  ('). 

On  a  fondé,  sur  les  Tables  de  mortalité,  divers  établissements,  tels 
que  les  rentes  viagères  et  les  tontines;  mais  les  plus  utiles  de  ces 
établissements  sont  ceux  dans  lesquels,  au  moyen  d'un  léger  sacrifice 
de  son  revenu,  on  assure  l'existence  de  sa  famille  pour  un  temps  où 
l'on  doit  craindre  de  ne  pouvoir  plus  suffire  à  ses  besoins.  Autant  le 
jeu  est  immoral,  autant  ces  établissements  sont  avantageux  aux  mœurs 
en  favorisant  les  plus  doux  penchants  de  la  nature.  D'ailleurs,  des 


(')  Depuis  la  première  piililicalion  de  ses  leçons,  toutes  les  craintes  de  l'inoculation  que 
la  petite  vérole  laissait  encore  ont  été  dissipées  par  l'inestimable  découverte  de  la  vaccine, 
dont  on  est  redevable  à  Jenner,  qui,  par  là,  s'est  rendu  l'un  des  plus  grands  bienfaiteurs 
de  l'espèce  humaine. 
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capitaux  qui,  par  leur  petitesse,  seraient  stériles  entre  les  mains  de 
chaque  particulier,  deviennent  productifs  et  alimentent  le  commerce 
dans  les  grands  établissements  qui  les  reçoivent  et  qui,  par  la  multi- 
tude de  ces  capitaux,  produisent  un  bénéfice  certain  quand  ils  sont 
bien  conçus  et  sagement  administrés.  Ils  n'offrent  point  l'inconvénient 
que  nous  avons  remarqué  dans  les  jeux  même  les  plus  équitables,  celui 
de  rendre  la  perte  plus  sensible  que  le  gain,  puisqu'au  contraire  ils 
donnent  le  moyen  d'échanger  le  superflu  contre  des  ressources  assurées 
dans  l'avenir.  Le  Gouvernement  doit  donc  encourager  ces  établisse- 
ments et  les  respecter  dans  ses  vicissitudes;  car  les  espérances  qu'ils 
présentent  portant  sur  un  avenir  éloigné,  ils  ne  peuvent  prospérer 
qu'à  l'abri  de  toute  inquiétude  sur  leur  durée. 

La  méthode  la  plus  générale  et  la  plus  simple  de  calculer  les  béné- 
fices et  les  charges  de  ces  établissements  consiste  à  les  réduire  en  capi- 
taux actuels  au  moyen  de  ce  principe  :  Le  capital  actuel  équivalant  à 
une  somme,  qui  ne  doit  être  probablement  payée  qu'après  un  certain 
nombres  d'années,  est  égal  à  cette  somme  multipliée  par  la  probabilité 
qu'elle  sera  payée  à  celte  époque,  et  divisée  par  l'unité  augmentée  du 
taux  de  l'intérêt  élevée  à  une  puissance  égale  au  nombre  de  ces  années. 
L'intérêt  annuel  de  l'unité  est  ce  que  l'on  nomme  taux  de  l'intérêt. 

Il  est  facile  d'appliquer  ce  principe  aux  rentes  viagères  sur  une  ou 
plusieurs  tètes,  et  aux  caisses  d'épargne  et  d'assurance,  d'une  nature 
quelconque.  Supposons  que  l'on  se  propose  de  former  une  Table  de 
rentes  viagères  d'après  une  Table  donnée  de  mortalité.  Une  rente 
viagère  payable,  par  exemple,  au  bout  de  cinq  ans,  et  réduite  en 
capital  actuel,  sera,  par  ce  principe,  égale  au  produit  des  deux  quan- 
tités suivantes,  savoir  :  la  rente  divisée  par  la  cinquième  puissance  de 
l'unité  augmentée  du  taux  de  l'intérêt;  et  la  probabilité  de  la  payer  : 
cette  probabilité  est  le  rapport  inverse  du  nombre  des  personnes  à 
l'âge  de  celui  qui  constitue  la  rente  au  nombre  des  personnes  vivantes 
à  cet  âge  augmenté  de  cinq  années.  En  formant  donc  une  suite  de 
fractions  dont  les  dénominateurs  soient  les  produits  du  nombre  des 
personnes  indiquées  dans  la  Table  do   mortalité,  comme  vivantes  à 
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l'âge  de  celui  qui  constitue  la  rente,  par  les  puissances  successives  de 
l'unité  augmentée  du  taux  de  l'intérêt,  et  dont  les  numérateurs  soient 
les  produits  de  la  rente,  par  le  nombre  des  personnes  vivantes  au  même 
âge,  augmenté  successivement  d'une  année,  de  deux  années,  ...,  la 
somme  de  ces  fractions  sera  le  capital  requis  pour  la  rente  viagère  à 
cet  àgo. 

Supposons  maintenant  qu'une  personne  veuille,  au  moyen  d'une 
rente  viagère,  assurer  à  ses  héritiers  un  capital  payable  à  la  fin  de 
l'année  de  sa  mort.  Pour  déterminer  la  valeur  de  celte  rente,  on  peut 
imaginer  que  la  personne  emprunte  en  viager,  à  une  caisse  d'assu- 
rance, ce  capital  divisé  par  l'unité  augmentée  du  taux  de  l'intérêt,  et 
qu'elle  le  place  à  intérêt  perpétuel  à  la  même  caisse.  Il  est  clair  que  ce 
capital  sera  dû  par  la  caisse  à  ses  héritiers  à  la  fin  de  l'année  de  sa 
mort;  mais  elle  n'aura  payé  chaque  année  que  l'excès  de  l'intérêt 
viager  sur  l'intérêt  perpétuel;  la  Table  des  rentes  viagères  fait  donc 
connaître  ce  que  la  personne  doit  payer  annuellement  à  la  caisse  pour 
assurer  ce  capital  après  sa  mort. 

Les  assurances  maritimes  se  calculent  par  les  mêmes  principes.  Un 
négociant  a  des  vaisseaux  en  mer;  il  veut  assurer  leur  valeur  et  celle 
de  leur  cargaison  contre  les  dangers  qu'ils  peuvent  courir;  pour  cela, 
il  donne  une  somme  à  une  compagnie  qui  lui  répond  de  la  valeur 
estimée  de  ses  cargaisons  et  de  ses  vaisseaux.  Le  rapport  de  cette 
valeur  a  la  somme  qui  doit  être  donnée  pour  prix  de  l'assurance  dé- 
pend des  dangers  auxquels  les  vaisseaux  sont  exposés,  et  ne  peut  être 
apprécié  que  par  des  observations  nombreuses  sur  le  sort  des  vaisseaux 
partis  du  port  pour  la  même  (bislination.  Mais  ces  établissements  et 
tous  ceux  du  même  genre,  tels  que  les  assurances  contre  les  incendies 
et  les  orages,  ne  peuvent  réussir  qu'autant  qu'ils  ont  un  avantage 
propre  à  subvenir  aux  dépenses  qu'ils  eiitrainent.  11  faut  de  plus  qu'ils 
aient  des  relations  très  nombreuses,  afin  que  cet  avantage  en  se  déve- 
loppant produise  un  bénéfice  certain  et  fasse  coïncider  leur  espérance 
mathématique  et  morale. 

11  me  reste  à  vous  parler  des  milieux  qu'il  faut  choisir  entre  les 
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résultats  des  observations  et  de  la  probabilité  des  décisions  des 
assemblées. 

Quand  on  veut  corriger  par  l'ensemble  d'un  grand  nombre  d'obser- 
vations un  ou  plusieurs  éléments  déjà  connus  à  fort  peu  près,  on 
forme  de  la  manière  suivante  des  équations  que  l'on  nomme  équations 
de  condition. 

L'expression  analytique  de  chaque  observation  étant  une  fonction 
des  éléments,  on  y  substitue  la  valeur  approchée  de  chacun  d'eux,  plus 
sa  correction  ;  en  développant  ensuite  l'expression  en  série  et  en  négli- 
geant, à  cause  de  leur  petitesse,  les  carrés  et  les  produits  des  correc- 
tions, on  égale  la  série  à  l'observation  qu'elle  représente;  on  a  ainsi 
une  équation  de  condition  entre  les  corrections  des  éléments.  Chaque 
observation  fournit  une  équation  de  condition  semblable.  Si  les  obser- 
vations étaient  exactes,  il  suffirait  d'en  avoir  un  nombre  égal  à  celui 
des  éléments;  mais,  vu  les  erreurs  dont  elles  sont  toujours  susceptibles, 
on  en  considère  un  grand  nombre,  afin  que  les  erreurs  se  compensent 
à  fort  peu  près  dans  les  résultats  moyens.  L'observateur  doit  choisir 
les  circonstances  les  plus  favorables  à  la  détermination  des  éléments; 
l'art  du  calculateur  consiste  à  combiner  de  la  manière  la  plus  avanta- 
geuse les  équations  de  condition,  fournies  par  les  observations,  pour 
les  réduire  à  un  nombre  égal  à  celui  des  éléments.  Toutes  les  combi- 
naisons que  l'on  peut  faire  reviennent  à  multiplier  respectivement 
chaque  équation  par  un  facteur  particulier  et  à  faire  une  somme  de 
tous  ces  produits;  ce  qui  donne  une  première  équation  finale  relative 
au  système  des  facteurs  employés.  Un  second  système  de  facteurs 
donnera  une  seconde  équation  finale,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que 
l'on  ait  autant  d'équations  finales  qu'il  y  a  d'éléments.  Il  est  visible 
que  l'on  aura  les  corrections  les  plus  précises  si  l'on  choisit  les  sys- 
tèmes de  facteurs  tels  que  l'erreur  moyenne  à  craindre  en  plus  ou  en 
moins  sur  chaque  élément  soit  un  minimum;  par  erreur  moyenne  on 
doit  entendre  la  somme  des  produits  de  chaque  erreur  à  craindre  par 
sa  probabilité.  La  recherche  de  ce  minimum,  l'une  des  plus  utiles  de 
la  théorie  des  probabilités,  exige  des  artifices  singuliers  d'anaivse. 
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Nous  nous  bornerons  à  dire  ici  que  l'on  est  conduit  à  ce  résultat 
remarquable,  savoir,  que  la  manière  la  plus  avantageuse  de  combiner 
les  équations  de  condition  consiste  à  rendre  minimum  la  somme 
des  carrés  des  erreurs  des  observations;  ce  qui  fournit  autant  d'équa- 
tions finales  qu'il  y  a  de  corrections  à  déterminer. 

La  probabilité  des  décisions  d'une  assemblée  dépend  de  la  pluralité 
des  voix,  des  lumières  et  de  l'impartialité  des  membres  qui  la  com- 
posent. Tant  de  passions  et  d'intérêts  particuliers  y  mêlent  souvent  leur 
influence,  qu'il  est  impossible  de  soumettre  cette  probabilité  au  Calcul. 
Voici  cependant  un  résultat  général  auquel  on  est  conduit  par  l'Ana- 
lyse. Si  l'assemblée  est  très  peu  éclairée  sur  l'objet  soumis  à  sa  déci- 
sion, si  cet  objet  exige  des  considérations  délicates  et  à  la  portée  du 
plus  petit  nombre,  ou  si  la  vérité  sur  ce  point  est  contraire  à  des  pré- 
jugés reçus,  en  sorte  qu'il  y  ait  plus  d'un  contre  un  à  parier  que 
chaque  votant  s'en  écartera,  il  sera  probable  que  la  raison  sera  du  côté 
de  la  minorité;  et  plus  l'assemblée  sera  nombreuse,  plus  il  y  aura  lieu 
de  craindre  que  la  décision  de  la  majorité  soit  mauvaise.  Ce  sera  le 
contraire  si  l'assemblée  est  composée  d'hommes  instruits.  Concevez, 
par  exemple,  cent  personnes  rassemblées  indistinctement,  et  proposez- 
leur  de  statuer  sur  cette  question  :  Le  Soleil  tourne-t-il,  chaque  jour, 
autour  de  la  Terre?  Il  y  a  tout  lieu  de  croire  que  la  décision  de  la  majo- 
rité sera  pour  l'afTirmativc,  et  cela  deviendra  plus  probable  encore  si, 
au  lieu  de  cent  personnes,  vous  en  supposez  mille  ou  dix  mille  réunies. 
De  là  vous  pouvez  tirer  cette  conséquence,  dictée  par  le  simple  bon 
sens  :  c'est  qu'il  importe  extrêmement  à  la  chose  publique  que  l'in- 
struction soit  fort  répandue  et  que  la  représentation  nationale  soit 
l'élite  des  hommes  justes  et  éclairés.  Vérité,  justice,  humanité,  voilà  les 
lois  éternelles  de  l'ordre  social  qui  doit  reposer  uniquement  sur  les 
vrais  rapports  de  l'homme  avec  ses  semblables  et  avec  la  nature;  elles 
sont  aussi  nécessaires  à  son  maintien  que  la  gravitation  universelle  à 
l'existence  de  l'ordre  physique;  la  plus  dangereuse  des  erreurs  est  de 
croire  que  l'on  peut  quelquefois  s'en  écarter  et  tromper  ou  asservir  les 
hommes  pour  leur  propre  bonheur;  de  fatales  expériences  ont  prouvé, 
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dans  tous  les  temps,  que  ces  lois  sacrées  ne  sont  jamais  impunément 
enfreintes. 

Il  est  souvent  difficile  de  connaître  et  même  de  définir  le  vœu  d'une 
assemblée,  au  milieu  de  la  variété  des  opinions  de  ses  membres. 
Essayons  de  donner  sur  cela  quelques  règles,  et  considérons  les  deux 
cas  les  plus  ordinaires,  l'élection  entre  plusieurs  candidats  et  celle 
entre  plusieurs  propositions  relatives  au  même  objet. 

Lorsqu'une  assemblée  doit  choisir  entre  divers  candidats  qui  se  pré- 
sentent pour  une  ou  plusieurs  places  du  même  genre,  ce  qui  parait  le 
plus  simple  consiste  à  faire  écrire  à  chaque  votant,  sur  un  billet,  les 
noms  de  tous  les  candidats  dans  l'ordre  du  mérite  qu'il  leur  attribue. 
En  supposant  qu'il  les  classe  de  bonne  foi,  l'inspection  de  ces  billets 
fera  connaître  les  résultats  des  élections,  de  quelque  manière  que  les 
candidats  soient  comparés  entre  eux,  en  sorte  que  de  nouvelles  élec- 
tions ne  peuvent  apprendre  rien  de  plus  à  cet  égard.  Il  s'agit  présen- 
tement d'en  conclure  l'ordre  de  préférence  qu'ils  établissent  entre  les 
candidats.  Imaginons  que  l'on  donne  à  chaque  électeur  une  urne  qui 
contienne  une  infinité  de  boules  au  moyen  desquelles  il  puisse  nuancer 
tous  les  degrés  de  mérite  des  candidats;  concevons  encore  qu'il  tire  de 
son  urne  un  nombre  de  boules  proportionnel  au  mérite  de  chaque  can- 
didat, et  supposons  ce  nombre  écrit  sur  son  billet  à  côté  du  nom  du 
candidat.  Il  est  clair  qu'en  faisant  une  somme  de  tous  les  nombres  re- 
latifs à  chaque  candidat,  sur  chaque  billet,  celui  de  tous  les  candidats 
qui  aura  la  plus  grande  somme  sera  le  candidat  que  l'assemblée  pré- 
fère, et  qu'en  général  l'ordre  de  préférence  des  candidats  sera  celui 
des  sommes  relatives  à  chacun  d'eux.  Mais  les  billets  ne  marquent 
point  le  nombre  de  boules  que  chaque  électeur  donne  aux  candidats; 
ils  indiquent  seulement  que  le  premier  en  a  plus  que  le  second,  le  se- 
cond plus  que  le  troisième,  et  ainsi  de  suite.  En  supposant  donc  au 
premier,  sur  un  billet  donné,  un  nombre  quelconque  de  boules,  toutes 
les  combinaisons  des  nombres  inférieurs,  qui  remplissent  les  condi- 
tions précédentes,  sont  également  admissibles,  et  l'on  aura  le  nombre 
de  boules  relatif  à  chaque  candidat,  en  faisant  une  somme  de  tous  les 


DONNEES  A   L'ECOLE  NORMALE  EN   1795.  175 

nombres  que  lui  donne  chaque  combinaison  et  en  la  divisant  par  lo 
nombre  entier  des  combinaisons.  Si  ces  nombres  sont  très  considé- 
rables, comme  on  doit  le  supposer  pour  qu'ils  puissent  exprimer  toutes 
les  nuances  de  mérite,  une  analyse  fort  simple  fait  voir  que  les  nombres 
qu'il  faut  écrire  sur  chaque  billet  à  côté  du  premier  nom,  du  second 
nom,  sont  entre  eux  comme  les  suivants  :  i"  le  nombre  des  candidats; 
1°  ce  nombre  diminué  d'une  unité;  3°  ce  nombre  diminué  de  deux 
unités,  etc.  Il  suffit  donc  d'écrire  sur  chaque  billet  ces  derniers 
nombres  et  d'ajouter  les  nombres  relatifs  à  chaque  candidat  sur  tous 
les  billets  ;  ces  diverses  sommes  indiqueront,  par  leur  grandeur,  l'ordre 
de  préférence  qui  doit  être  établi  entre  les  candidats.  On  simplifiera  le 
calcul  en  écrivant  sur  chaque  billet,  zéro,  à  côté  du  dernier  candidat 
et  les  nombres  i,  2,  3,  ...  respectivement  à  côté  des  candidats  supé- 
rieurs. Tel  est  le  mode  d'élection  qu'indique  la  théorie  des  probabilités. 
Il  serait  sans  doute  le  meilleur,  si  chaque  électeur  inscrivait  sur  sa 
liste  les  noms  des  candidats  suivant  l'ordre  de  mérite  qu'il  leur  sup- 
pose :  mais  les  passions,  les  intérêts  particuliers  et  beaucoup  de  con- 
sidérations étrangères  au  mérite  doivent  souvent  troubler  cet  ordre 
et  faire  placer  au  dernier  rang  le  concurrent  le  plus  à  redouter  pour 
celui  que  l'on  préfère;  ce  qui,  en  donnant  un  grand  avantage  aux  con- 
currents d'un  mérite  médiocre,  rend  ce  mode  d'élection  inférieur  à 
ceux  que  l'on  emploie  communément. 

Le  choix  entre  plusieurs  propositions  relatives  au  même  objet 
semble  devoir  être  assujetti  aux  mêmes  règles  que  l'élection  entre 
plusieurs  candidats;  cependant  il  existe  entre  ces  aeux  cas  cette  difle- 
rence  essentielle,  que  le  mérite  d'un  candidat  n'exclut  ])oint  celui  de 
ses  concurrents;  au  lieu  que,  si  les  propositions  entre  lesquelles  il  faut 
choisir  sont  contraires,  la  vérité  de  l'une  exclut  la  vérité  des  autres. 
Voici  comment  on  peut  alors  envisager  la  question. 

Donnons  encore  à  chaque  volant  une  urne  (|ui  renferme  un  très 
grand  nombre  de  boules,  et  concevons  qu'il  les  distribue  sur  chaque 
proposition  en  raison  de  la  ()robabilité  qu'il  lui  suppose.  I!  est  clair 
(]ue  le  nombre  total  des  boules  exprimant  la  certitude,  et  le  volant  étant. 
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par  l'hypothèse,  assuré  que  l'une  des  propositions  est  vraie,  il  doit  ré- 
partir le  nombre  des  boules  de  l'urne  sur  ces  diverses  propositions;  le 
problème  se  réduit  donc  à  déterminer  les  comparaisons  dans  lesquelles 
toutes  les  boules  sont  réparties  sur  les  propositions,  de  manière  qu'il 
y  ait  plus  sur  la  première  que  sur  la  seconde,  plus  sur  la  seconde  que 
sur  la  troisième,  ...  ;  à  faire  les  sommes  de  tous  les  nombres  de  boules, 
relatifs  à  chaque  proposition  dans  ces  diverses  combinaisons  et  à  di- 
viser ces  sommes  par  le  nombre  des  combinaisons  ;  les  quotients  seront 
les  nombres  de  boules  que  l'on  doit  attribuer  aux  propositions  sur  un 
billet  quelconque.  On  trouve  ainsi,  par  l'analyse,  que  ces  quotients,  en 
partant  de  la  dernière  proposition  pour  remonter  à  la  première,  sont 
entre  eux  comme  les  quantités  suivantes  :  i°  l'unité  divisée  par  le 
nombre  des  propositions;  2"  l'unité  divisée  par  le  nombre  des  propo- 
sitions, plus  l'unité  divisée  par  ce  nombre  diminué  d'un;  3°  l'unité 
divisée  par  le  nombre  des  propositions,  plus  l'unité  divisée  par  ce 
nombre  diminué  d'un;  plus,  l'unité  divisée  par  le  même  nombre 
diminuée  de  deux,  et  ainsi  du  reste;  on  écrira  donc  ces  quantités  sur 
chaque  billet,  à  côté  des  propositions  correspondantes  et,  en  ajoutant 
les  quantités  relatives  à  chaque  proposition  sur  les  divers  billets,  les 
sommes  indiqueront  par  leur  grandeur  l'ordre  de  préférence  que 
l'assemblée  donne  à  ces  propositions. 

Je  viens  de  parcourir  la  plupart  des  objets  auxquels  on  a  jusqu'à  pré- 
sent appliqué  le  calcul  des  probabilités.  On  peut,  en  tenant  compte  de 
tous  les  résultats  de  l'observation  et  de  l'expérience,  étendre  ces  appli- 
cations et  perfectionner  ainsi  l'économie  politique.  Les  questions  que 
cette  science  présente  sont  si  compliquées;  elles  tiennent  à  tant  d'élé- 
ments inappréciables  ou  inconnus,  qu'il  est  impossible  de  les  résoudre 
a  priori.  On  ne  peut  avoir  à  leur  égard  que  des  aperçus,  et  le  calcul, 
dans  les  matières  qui  en  sont  susceptibles,  nous  montre  combien  ils 
sont  trompeurs.  Traitons  l'économie,  comme  on  a  traité  la  physique, 
par  la  voie  de  l'expérience  et  de  l'analyse.  Considérez,  d'un  côté,  le 
grand  nombre  de  vérités  que  cette  méthode  a  fiiit  découvrir  sur  la  na- 
ture et,  de  l'autre,  la  foule  des  erreurs  que  la  manie  des  systèmes  a 
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piMuIuifcs;  vous  sciitiroz  alors  la  iircessité  df  cousullcr  on  loiil  l'expi'-- 
rif'ucc.  (l'est  un  guide  lent,  mais  toujours  sûr;  eu  rabaudonuanl,  on 
s'expose  aux  plus  dangereux  écarts. 

Si  l'on  considère  les  méthodes  analytiques  auxquelles  la  tlié<u-ie  des 
probabilités  a  déjà  donné  naissance  et  celles  qu'elle  peut  taire  naître 
encore,  la  justesse  des  principes  qui  lui  servent  de  base,  la  logique 
rigoureuse  qu'exige  leur  emploi  dans  la  solution  des  problèmes,  le 
grand  nombre  et  l'importance  des  objets  qu'elle  embrasse,  les  établisse- 
ments d'utilité  publique  qui  s'appuient  sur  elle;  si  l'on  observe  ensuiti' 
que,  dans  les  choses  mêmes  qui  ne  peuvent  être  soumises  au  calcul, 
cette  théorie  donne  les  aperçus  les  plus  sûrs  qui  puissent  nous  guidei- 
dans  nos  jugements  et  qu'elle  apprend  à  se  garantir  des  illusions  qui 
souvent  nous  égarent,  on  verra  qu'il  n'est  point  de  science  plus  digne 
de  nos  méditations  et  dont  les  résultats  soient  plus  utiles.  Elle  doit  la 
naissance  à  deux  géomètres  français  du  xvn®  siècle,  si  fécond  en  grands 
hommes  et  en  grandes  découvertes,  et  peut-être  celui  de  tous  les 
siècles  qui  fait  le  plus  d'honneur  à  l'esprit  humain.  Pascal  et  Fermât 
se  proposèrent  et  résolurent  quelques  problèmes  sur  les  probabilités. 
Huygens  réunit  ces  solutions  et  les  étendit  dans  un  petit  Traité  sur 
cette  matière,  qui  ensuite  a  été  considérée  d'une  manière  plus  générale 
par  les  Bernoulli,  Montmort,  Moivre  et  par  plusieurs  géomètres 
célèbres  de  ces  derniers  temps. 


OF.mrrs  de  L.  —    XIV.  23 
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Journal  de  l'École  Pol\  technique,  XV  Caliier,  Tome  VIII;  i8og. 

I. 

Siw  le  calcul  des  fonctions  génératrices. 

L'objet  do  ce  calcul  est  de  ramener  au  simple  développement  des 
fonctions  toutes  les  opérations  relatives  aux  différences,  et  spéciale- 
ment l'intégration  des  équations  aux  différences  ordinaires  ou  par- 
tielles :  en  voici  l'idée  principale.  Soit  ii  une  fonction  quelconque  de  /, 
et  supposons  qu'en  la  développant  par  rapport  aux  puissances  de  /, 

on  ait 

"  =  ro  +  7i  '  -H  72  «'  +  •  •  •  +  Tx  «•'■  H- . . .  +  r„  t"  ; 

a  est  ce  que  l'on  nommf^  fonction  génératrice  de  r^.  ou  du  coefficient 
de  t^  dans  son  développement.  Il  est  visible  que  /J^.,  —  y.,.,  ou  Av^, 

sera  le  coefficient  de  ^-^  dans  le  développement  de  «Y  j  —  i  j;  en  sorte 
que,  pour  avoir  la  fonction  génératrice  de  la  différence  finie  d'une 
variable,  il  suffit  de  multiplier  par  -  —  i  la  fonction  génératrice  de 
cette  variable;  w(  -  —  i  j    sera  donc  la  fonction  génératrice  de  A-y^., 

et,  généralement,  la  fonction  génératrice  de  A"jj.  sera  ui--  —  i)  • 
Maintenant  on  a 

\t         )  It-        i"-'  i.ar-^  J' 
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le  coefficient  de  t''  dans  —  est  évidcmnient  r^-,».  celui  do  /^  dans  -— r 

<^stjK^+«_,,  et  ainsi  de  suite;  en  égalant  donc  les  coefficients  de  /'"  dans 
les  deux  membres  de  l'équation  précédente,  c'cst-ii-dire  en  repassant 
des  fonctions  génératrices  à  leurs  coefficients,  on  aura 

^   7x  =  7x+«  —  nfu-i-n^l  H j— ; —  y.v+n  -1  — 

Si,  au  lieu  de  multiplier  la  fonction  u  par  -  —  i,  on  la  multipliai! 
par  toute  autre  quantité,  on  aurait  des  résultats  analogues.  Soit,  par 

Il  c 

exemple,  a -\ h  -  +...  ce  nouveau  multiplicateur;  le  coefficient 

de  /^  dans  le  développement  de  la  fonction 


"'«  +  7 


sera  «j'x  + '^/.r+i  +  ^Jj+s  +  •  •  •  î  soit  V/^  ce  coefficient,  et  désignons 
par  V^ ja;  la  quan ti té  a  Vr.,  +  b  Vj^^ ,  +  c  Vy^.^..  + . . . ,  par  V  j^  la  q uan- 
tité  «V-ja;  +  /->  V^jc+i  4-. . .,  et  ainsi  de  suite;  la  fonction  génératrice 
de  V"7a;  sera 


0        c 


/  b         c  X" 

et,  en  développant  (a  4-  7  +  73  +...]    en  série,  on  aura  wm:^  équation 

de  cette  forme  : 

f         b       c  \«         /,       B       c  \ 

Cette  équation  donnera,  en  repassant  des  fonctions  génératrices  aux 

coefficients, 

V"  Jx  =  A/^  +  Bj-^.+,  +  0/^+2  +  .... 

.le  l'envoie,  pour  le  développement  de  ce  calcul  des  fonctions  généra- 
trices, aux  Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  pour  l'année  1779  (')■ 
Je  me  bornerai  ici  à  présenter  quelques  nouveaux  théorèmes  qui  eu 
résultent. 

('  )  OEuvre.i  de  Laplace,  T.  X,  p.  i. 
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Soit  a  une  fonction  de  t,  et  supposons  que  j^  soit  le  coefficient  de  /'^ 
dans  son  développement;  soit  pareillement  a'  une  fonction  de  /',  et 
désignons  par  y'j.  le  coefficient  de  /'•''  dans  son  développement;  soif 
encore  u"  une  fonction  de  /",  et  désignons  par  j^  le  coefficient  de  /"•'' 
dans  son  développement,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  que  >'jy',.y^.. .. 
sera  le  coefficient  de  t^l'-^l"". ..,  dans  le  développement  de  iiii'u"...; 

— ,,,''"    sera    la    fonction    trénératrice  de   r^^i  v'   ,  y'   ,. . .;   celle  de 
^0'j\XlX(  •  •  •)  ^"-^'"^  donc 


et,  par  conséquent,  la  fonction  génératrice  de  A"(jjj'^,y'j. . .)  sera 


en  changeant  n  dans  —  ii,  on  aura,  par  les  principes  exposés  dans  les 
Mémoires  cités  de  l'Académie  des  Sciences,  la  fonction  génératrice  de 
^"(j-rJ'ljl- •  •)'  ^  étant  la  caractéristique  des  intégrales  finies;  en 
sorte  que  l'on  peut  changer  n  en  —  n  dans  la  fonction  génératrice, 
pourvu  que  l'on  change  A"  en  Z"  dans  son  coefficient. 

Considérons  deux  fonctions   y^  et   y^;  la  fonction  génératrice  de 
^"Ix/^  sera 


On  peut  la  mettre  sous  cette  forme  : 

,1  1  I  / 1       W" 

un IH —  —  I  • 

It  t   \t'  J] 

En  la  développant,  elle  devient 
Les  fonctions 


p->  ^G-r'G-)' 
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sont  respectivement  génératrices  des  variables 

jl.A"/.r,   ^y,^'^  \v.r+„   a-j,;a" 'y^+,,    ...,- 

l'équation  i(len(i(|ue 


(/;/      --  —  I       ^  un 


donnera  donc,  en  l'epassant  des  fonctions  génératrices  auxcoetïicicnts, 
en  changeant  n  dans  —  n,  on  aura 

Au    lieu  du    niultiplicateui"  — r  —  i,  considérons   généralement  le 

multiplicateur 

bz       c^'- 

et  désignons  par  Vk,.J'',,  la  fonction 


,    ,     ,   .,    ,  ...j     sera  la   fonction  génératrice  de  V">'j,y^.  ; 
désignons  par  'i"(— ,  j  la  fonction 


/>:         cz- 

nous  aurons 

r 


t 


l   \t'  I  ()Z 

d 


,.idz^  ^  r 
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or,  iii/''f"(j]  est  la  fonction  génératrice  de  j'^Vy^.; 

dV"  Y 

est  la  fonction  génératrice  de  -  Av,. —  ,_  "^N  et  ainsi  de  snite;  on  aura 
donc,  en  repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficients, 

dX "  y   .,  d~V"y     ^ 

V" {yxy'.c )  =  Jx V" j'x  +  -- Ay :,     ^-'     -H  ;-^ A- j-:,   ^_^-^^/-  +  •  •  ■  • 
On  a  également 


W  t" . 


=:..'«"...[(.  +  ! -.)(,  +  !,-. )(.+  !-. )...-.]'■; 

en  repassant  donc  des  fonctions  génératrices  aux  coefficients,  on  aura 

à"{y.y'.y:r-  ••)  =  [(>  +  A)(i  +  A')(i  +  A"). . .- 1]", 

pourvu  que,  dans  chaque  terme  du  développement  du  second  membre 
de  cette  équation,  on  place  immédiatement  après  la  puissance  de 
chaque  caractéristique  la  variable  correspondante,  et  qu'ensuite  on 
multiplie  ce  terme  par  le  produit  des  variables  dont  il  ne  renferme 
point  la  caractéristique  :  ainsi,  dans  le  cas  de  trois  variables,  on  écrira, 
au  lieu  de  A'',  j.^  jl  A'^j'^^ ;  au  lieu  de  A'' A"'',  on  écrira  j'^A'"j^A''Vj.;  et 
an  lieu  de  A'' A!''  A'"'",  on  écrira  A''j'aA''j'^.A'^"j^;  et  ainsi  du  reste. 

Dans  le  cas  des  différences  infiniment  petites,  les  caractéristiques 
A,  A',  A",  ...  se  changent  en  d,  cl,  d" ,  ...;  et  l'équation  précédente 
donne,  en   négligeant  les  différences  supérieures,  relativement  aux 

inférieures, 

d"yxy'xy"x-  ..=  (d-hd'  +  d"-\-. . .)"  ; 

ainsi,  dans  le  cas  de  deux  variables,  on  a 

d"f^y_,=  d"-h  nd"-'d'-\-  "^"~'^  d"--'d"'-\-.... 
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ol,  par  conséquent, 

on  faisant  n  négatif,  d"  so  change  en   /    ,  et  l'on  a 

/Il  fil  dy'    r«+' 

)'ry'^cU"  =  y,.j    y,dx-+n^j        y.d.V^' 

n(n  —  i)  d'-Y',    f"'*'        1   n+-  , 

On  a  encore 

«"'"''•■■(twt:: -')'="'''''"■••[(' ^^"')'('"^  ?"')•■-']'= 

en  désignant  donc  par  'A^O'^vlr.".- •  •)  la  différence  finie  du  produit 
JxJrj"---  lorsque  x  varie  de  i,  l'équation  précédente  donnera,  en 
repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficients, 

(a)  'A"(/.^rxy;-  ..)  =  [('  +  A)'('  +  A')'(i  +  A")'-  •  •—']"' 

en  observant  les  conditions  prescrites  ci-dessus,  relativement  aux 
caractéristiques  A,  M,  ...  et  à  leurs  puissances.  Supposons  x=  ^.> 
i  =  -^;  Jx.  j'i-  •••  deviendront  des  fonctions  de  x' ,  que  nous  dési- 
gnerons par  jj-,  jK^.,,  ...;  X  variant  de  l'unité  dans  y^,  x'  ne  variera 
que  de  dx'  dans  Ay^  ;  ainsi  la  caractéristique  A  se  changera  dans  la 
caractéristique  différentielle  d;  mais  dans  'Av^.,  x  variant  de  i  ou 

de  -^.  x'  variera  de  la  quantité  finie  a;  maintenant  on  a 

g 

(,  + J)'=(n-f/)''-'-; 

le  logarithme  hyperbolique  de  ce  second  membre  est  -^,->  ce  qui 
donne,  en  repassant  des  logarithmes  aux  nombres, 

a  a.it 

{i  +  dy'-'-^e^', 
e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité;  Téqua- 
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lion  (a)  donnera  donc 

pourvu  que,  dans  le  dévclopponient  du  second  membre  de  cette  équa- 
tion, on  applique  a  la  caractéristique  dlos  exposants  des  puissances 

de  dY.r,  d)i, 

Si,  dans  l'équation  (a),  on  suppose  i  infiniment  petit  et  égal  à  dx, 
X  croîtra  de  dx  dans  'ij^;  alors  'A  se  changera  dans  la  caractéristique 
difTércntielle  d;  de  plus,  on  a  (i -f- A)''-^=  i  +  </j;log(i  +  A);  l'équa- 
lion  (a)  deviendra  donc 

'^"^",);.f'''  '  •  '  =  ['og('  +  A)(i  +  A')(.  +  A-'). .  .]". 

en  observant  toujours  les  conditions  prescrites  ci-dessus,  relativement 

aux  caractéristiques  A,  A' On  peut  supposer  dans  toutes   ces 

équations  n  négatif,  pourvu  que  les  caractéristiques  différentielles 
correspondant  aux  exposants  négatifs  soient  changées  en  caractéris- 
tiques intégrales. 


Sur  les  intégrales  dc/inies  des  éqiia/ions  à  dijfèrences  partielles. 

.l'ai  donné,  dans  les  Mémoires  déjà  cités  de  l'Académie  des  Sciences 
de  l'année  1779  ('),  une  méthode  pour  intégrer  dans  un  grand  nombre 
de  cas  les  équations  linéaires  aux  différencies  partielles  finies  ou  infi- 
niment petites,  au  moyen  d'intégrales  définies,  lorsque  l'intégration 
n'est  pas  possible  en  termes  finis.  Plusieurs  géomètres  se  sont  occupés 
depuis  du  même  objet,  mais  sans  s'assnjettir  à  la  condition  que  l'ex- 
pression en  intégrales  définies  devienne  l'intégrale  en  termes  finis, 
lorsqu'elle  est  possible.  Cette  condition  est  ce  qui  rend  utile  ce  genre 
d'intégrales,  et  il  en  résulte  qu'elles  ont  souvent  les  mêmes  avantages 
que  les  intégrales  finies,  comme  je  l'ai  fait  voir  dans  les  Mémoires 

(  ')  OEavres  de  Lnplace,  T.  X,  p.  54  el  suiv. 
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cités,  rolativement  ii  la  propagation  du  son  clans  un  plan,  et  coninic 
M.  Poisson  l'a  remarqué  ensuite  dans  la  solution  du  problème  de  la 
Chaîne  ribranle. 

Parmi  les  équations  que  j'ai  considérées,  est  l'équation  aux  diffé- 
rences partielles  du  second  ordre,  à  coefficients  constants;  mais  elle 
offre  un  cas  particulier  qui  ne  se  trouve  point  compris  dans  la  solution 
générale,  et  qui,  donnant  lieu  à  plusieurs  remarques  intéressantes  sur 
la  nature  des  intégrales  des  équations  aux  différences  partielles,  m'a 
paru  mériter  l'attention  des  Géomètres. 

Soit 

d- z  à- z  ,  à":  dz        ,  dz        , 

O  =  -T-T,  -H  a  ^ , h  i*  -— ;  4-  C  -; 'r  II-. \-  Iz, 

ox^  Ox  ày  oy-  ux  ôy 

a,  h,  c,  h  et  /étant  des  coefficients  constants  ;  si  l'on  fait 

s  =y-\-fx, 
s'  =  y-j-/'x; 

l'équation  proposée  devient 

l  Os 

(b)        I        -  [2//' +  «{/-H/)  +  2/.]-|i^ +  {/=+«/'+ Z,)^, 

11 


+  (^/+  ''^TH-^  {cf+h)  '^  +  lz; 


on  fera  disparaître  les  différences  partielles  ~  et  ^)  si  l'on  prend 
pour /et/'  les  deux  racines  de  l'équation 

o  7=  «--(-  au  +  b; 
alors  on  a/  +  /'  =  —  aQiff'  =  b;  l'équation  précédente  devient  ainsi 

_    d^-z  cf  -+-  h    t)z        cf -h  h  dz  Iz 

Os  ùs'        [\b  —  a-  ôs        [\b  —  a-  <Js'        4  b  —  «^ 

Il  résulte  des  Mémoires  c'iici  (' )  (juc,  si  l'on  intègre  l'équation  dif- 

(')  OEuvres  de  iMplace.  T.  X,  p.  Gi. 

OEufres  de  L.  —  XIV.  34 
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fércnliclle  de  second  ordre, 

(4^  —  a-)  l — hc'-^-a/ic  —  /(-  da        „d-fx 

°  = (Û^ZT^^ f^+i+^TT^î 

de  manière  que  l'on  ait  [/.  =  i , 

dfj.  bc- —  al)c  -+-  Ir —  ('^b  —  a-)  l 

M  "  (^b  —  a-y-  ' 

lorsque  0  est  nul,  et  si  l'on  désigne  par  r  =  j(0)  cette  intégrale,  on  a 


+//M[(J+ A)0-+/^-0]J^(O!, 

e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité.  z,(l)  et 
'!(/)  sont  deux  fonctions  arbitraires  de  t  :  la  première  intégrale  doit 
être  prise  depuis  ^  =  o  jusqu'à  i^y-hfx,  et  la  seconde,  depuis 
?  =  o  jusqu'à  t  =  y  ~\-  f  x. 

Si  l'on  a 

{'j.b  —  n-  )  /  —  bc'-  -^  ach  +  /(-  =  o  ; 

alors  j(0)  se  réduit  à  l'unité,  et  l'on  a 

en  désignant  par  o,(/)  et  '|,(0  '<^*  intégrales  /f//cp(/)  et  \ch\{t^\  on 
aura  donc  alors,  sous  forme  finie  d'intégrales  indéfinies,  l'expression 
de  z;  mais  c'est  le  seul  cas  dans  lequel  cela  est  possible  :  dans  tous 
les  autres  cas  l'intégrale  n'est  possible,  en  termes  finis,  qu'au  moyen 
d'intégrales  définies. 

L'analyse  précédente  suppose  que  les  deux  racines  /et/'  de  l'équa- 
tion o  =  «'--t-a»  +  i  sont  inégales.  Si  elles  sont  égales,  alors  s  est 
égal  à  s' ,  et  la  transformation  précédente  des  variables  x  et  y,  dans  s 
et  s\  ne  peut  avoir  lieu.  Dans  ce  cas,  supposons  /  nul  dans  l'équa- 
tion (b),  et  /'  la  racine  de  l'équation  o  =  /r  -)-  au  +  h.  La  condition 

de  l'égalité  des  racines  de  cette  équation  donne  a-  =  t\b,  f  =^  —  -a; 
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'équation  (b)  devient  ainsi  • 

o—b-—  +  (cf  +  h)  -r-f  -hh-T-  4-  Iz. 
ds^  os  as 

Si  l'on  fait  ensuite 


.  -il/     ib'{<:f-^i') 


cf'+h 


z  =  ue'"     ""-^'.i  ^'",         s' =  \  ~ — y ].v, 

on  aura  cette  équation  très  simple 

à'-  u du 

Os'-        âa:' 

J'ai  foit  voir,  ilans  les  Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  pour 
l'année  1773,  page  3Go  ('),  que  son  intégrale  est  impossible  en  termes 
finis,  au  moyen  d'intégrales  indéfinies,  et  que  l'expression  de  u  ne  peut 
être  donnée  par  une  série  ascendante  d'intégrales  indéfinies  d'une 
fonction  arbitraire.  On  a  observé  depuis  qu'elle  pouvait  l'être  par  une 
série  ascendante  de  différences  de  ce  genre  de  fonctions;  et  ce  qui  est 
digne  de  remarque,  M.  Poisson  a  lait  voir  que  l'expression  de  u  ne 
dépend  que  d'une  seule  fonction  arbitraire,  quoique  l'équation  soit  aux 
dilférences  partielles  du  second  ordre. 

Dans  les  questions  délicates  de  l'Analyse  infinitésimale,  il  est  très 
utile  de  considérer  les  choses  relativement  aux  différences  finies,  et 
de  voir  les  modifications  qu'elles  subissent  dans  le  passage  du  fini  à 
l'infiniment  petit.  C'est  ainsi  que  j'ai  fait  voir,  dans  \&?,  Mémoires  c\[è^ 
de  l'Académie  des  Sciences  pour  l'année  1779  ("),  la  nécessité  d'intro- 
duire les  fonctions  discontinues,  dans  les  intégrales  des  équations  à 
différences  partielles,  et  les  conditions  auxquelles  ces  fonctions 
doivent  être  assujetties.  Je  vais  employer  le  même  moyen  pour  déter- 
miner le  nombre  des  fonctions  arbitraires  que  doit  renfermer  l'inté- 
grale de  l'équation  précédente. 

Soit  u  une  fonction  des  deux  quantités  /  et  t' ,  et  concevons  qu'en  la 

(1)  OEiures  de  Laplace,  T.  IX,  p.  26. 

(2)  OEuvTes  de  Laplace,  T.  X,  p.  80  cl  suiv. 


188  MÉMOIRE  SUR  DIVERS  POINTS  D'ANALYSE. 

développant  tlans  une  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  / 
et  de  /',  y_r,x'  «oit  le  coefficient  de  f't^'  dans  cette  série;  u  sera  la  fonc- 
tion génératrice  de  y^.x'^  "(7~^)  ""(?""')  ^^'"^  ''^  fonction 
génératrice  de  A-Y:t.x'—  ^'yx.x>  If*  caractéristique  A  étant  relative  à  la 
variable  a:,  et  la  caractéristique  A'  à  la  variable  ce'.  Soit 

on  aura 


ce  qui  donne 


si  l'on  a 


=  «  I  +  ^'   - 


'Y 


l'équation  précédente  donnera,  en  repassant  des  fonctions  génératrices 
aux  coefficients, 

fx.x'  —  j'x.o  -+-  ^'  A-7a-,o  +       '^i  7     ^'y-'-"  +  •  ■  •  ' 

ainsi  l'expression  de  yx,x  n^  dépend  que  de  la  seule  fonction  arbi- 
traire j^,(,;  en  sorte  que,  si  l'on  a  toutes  les  valeurs  de  j^,„  pour  toutes 
les  valeurs  positives  et  négatives  de  x,  on  aura  celles  do  j^^^'  relatives 
à  toutes  les  valeurs  de  x  et  x'.  Les  intégrations  des  équations  aux  dif- 
férences finies  ne  sont,  à  proprement  parler,  que  des  éliminations  des 
variables  données  par  une  suite  d'équations  formées  suivant  une 
même  loi.  L'équation  précédente  aux  différences  partielles  donne 

yx,x+i  =  yx,x'  +  ^-yx,x', 

en  faisant  x'  =  o,  on  aura  d'abord 
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(Ml  faisant  cnsuilc  x'  =  i,  on  aura  . 

et  substituant  pour  j,,- ,  sa  valeur  en  y,:.„  donnée  par  l'équation  précé- 
dente, on  aura 

et  en  continuant  ainsi,  on  parviendra  à  l'expression  générale  précé- 
dente de  y^y  en  y^  „.  On  voit  par  là  que  le  calcul  intégral  aux  difi'é- 
rences  finies  n'est  au  fond  qu'un  calcul  d'élimination,  ce  que  l'on  peut 
étendre  au  calcul  intégral  des  différences  infiniment  petites,  en  obser- 
vant dans  les  éliminations  successives,  de  rejeter  les  infiniment  petits 
d'un  ordre  supérieur  à  celui  que  l'on  conserve. 
L'équation  aux  différences  finies, 

se  change  dans  une  équation  aux  différences  infiniment  petites,  en  y 
substituant  -,—  et-r— ;>  au  lieu  des  caractéristiques  A  et  A'  (Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences,  1779)  ('),  et  en  y  changeant/^  ,,  en  r,  on  a 

à'y  _  ày 
d.i-       Ox' 

Pour  avoir  ce  que  devient  alors  l'expression  précédente  de  v^..,;,  il 
faut,  comme  on  l'a  vu  dans  les  Mémoires  cités,  faire  x' ,  x' — i,  ... 
égaux  entre  eux  et  à  l'infini  ;  ce  qui  donne,  en  désignant  y,,.,o  par  o(.r), 

,     ,  ,d-w(x)         x'''-  r/J'oix) 

11  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  par  la  différentialion,  (|iie  cette 
valeur  satisfait  h  l'équation  proposée  aux  différences  partielles;  mais 
l'analyse  précédente  montre  avec  évidence  que  l'intégrale  complète  de 
cette  équation  ne  dépend  que  d'une  seule  fonction  arbitraire. 

{')  OEuvres  de  Laplacc,  T.  X,  p.  3J. 
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Pour  avoir,  sous  forme  finie,  cette  expression,  au  moyen  d'intégrales 
définies,  nous  observerons  que  j  dz-e~'-''=  sjv:,  l'intégrale  étant  prise 
depuis  :;  =  —  ac  jusqu'à  s  =  cc;  -  étant  le  rapport  de  la  demi-cir- 
conférence au  rayon.  Nous  observerons  ensuite  que  dans  ces  limites 
on  a 

Jz^'      dze— — \/r.; 

l'expression  précédente  de  y  peut  donc  être  mise  sous  cette  forme  finie, 

y  r=  -—    /  dz  e~^'  o(j:-\-2z  \lP  ) , 

car  il  est  visible  qu'en  développant  en  série,  par  rapport  aux  puis- 
sances de  z,  la  fonction  cp(a;4-  2:;  V^),  et  en  intégrant,  on  aura  l'ex- 
pression précédente  de  7;  cette  intégrale  satisfait  ainsi  à  la  condition 
de  représenter  exactement  la  série  des  diflerences,  comme  celles  que 
j'ai  données  dans  les  Mémoires  cités  représentent  les  séries  des  inté- 
grales indéfinies.  Il  est  facile  d'ailleurs  de  s'assurer  par  la  différentia- 
tion,  que  l'équation 

y  ziz  ('dzc~'' (ifi^x  +  2z\Jj:') 

satisfait  à  l'équation  aux  différences  partielles 

d'-y  _.  ày  ^ 
àjo-        Ox' 

car  on  a 

-^  =/'af.:e-=' 9"(,r  +  2;  1/:?), 

o  (x)  étant  eeal  a  — -r —  et  0  (a;)  a     ^ ,       >  on  a  ensuite 
>  ^    ■'  o  dx  "    \    /         dx 

''-'  (p'(jc  +  2  :;  \l x')\ 


dy_^  Çzd^^ 


or,  en  intégrant  par  partie,  on  a 

= —  e^'-"'  (!)  \x  -\-  iz  \fx')  -\-  I dze~-'  <p"(x  4-  2z  \x'), 

2  \Jx'  ^ 


dy 
dx' 
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l'intégrale  étant  prise  depuis  z  —  —  x  jasqu'h  z  =  x,  e'''  cù'{x -+-  2z  \Jx') 
est  nul  à  ces  limites;  car  nous  supposons  la  fonction  (^'(sc  -+-  o.z\/x') 
telle  que  son  produit  par  e~''  reste  nul  lorsque  z  est  infini  ;  on  a  donc 
alors 

L'expression  précédente  de  j,  au  moyen  d'une  intégrale  définie,  est 
complète,  quoiqu'elle  ne  renferme  qu'une  seule  fonction  arbitraire; 
cependant,  en  développant  y  par  rapport  aux  puissances  de  x,  on 
trouve  que  l'on  satisfait  à  l'équation  proposée  aux  diflorenccs  par- 
tielles, en  faisant 

■-    d r^{x')  .'-■'•        fi-  9(,r') 


dx'  1.2.3.4       dx- 

d<i,{x')  x"-  d'<]j{x') 

— 1 — ^^r~  H ~, — 7 — =  — i — n — 

dx  -  1.2.0.4.0         ".'■ 


!p(.r')et  '\i{x')  étant  deux  fonctions  arbitraires  de  x'.  Cette  expression 
paraît  donc,  au  premier  coup  d'œil,  plus  générale  que  la  précédente, 
qui  ne  renferme  qu'une  seule  fonction  arbitraire;  mais  nous  allons 
faire  voir  qu'elle  en  dérive. 

Supposons  que  r(a7-+-  iz\[x')  soit  une  fonction  arbitraire  qui  ne 
renferme  que  des  puissances  paires  de  x-\~izslx',  on  satisfera  par 
ce  qui  précède,  à  l'équation  proposée  aux  différences  partielles,  en 
faisant 

y  z=  I dze-^'T(x  +  2zt^x'  ). 

En  développant  cette  expression  de  y  par  rapport  aux  puissances 
de  X,  on  aura 

y=/^^e-'rr(25V^)  +  '^r'(2cv/^)  +  -^r"(2  =  v/^)-H...], 

T{2z\/x')  ne  renfermant  que  des  puissances  paires  de  zzs/x'yTX^zs/x') 
ne  renfermera  que  des  puissances  impaires  de  la  même  quantité;  en 
sorte  que  l'on  aura 

r'(-25v/^')=— r'(2c\/F), 
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et,  par  conséquent,  j  dze~''^Y'{iz  sj-x;')  est  nul  clans  les  limites  ;;  =  — co 
et  G  =  a:.  De  plus,  on  a 

Le  premier  de  ces  deux  termes  est  nul  dans  les  limites  :;  =  —  :c  et 
;  =  ce,  parce  que  nous  supposons  généralement  Y'-''~^'>[iz\lx)  tel 
que  son  proiluit  par  e"'''  disparaisse  lorsque  :;  est  infini.  Le  terme 

f^-^^-^T''-'-'^{^zsj'^')  est  égal  à 


on  aura  ainsi  généralement 


f^p-''-d^'^''--'<^^^^'\ 


fdce-^^T^^'-^(2z^x')  =  ^.fe-^--d,T(2z^x'); 


en  désignant  donc  par  9(i'')  l'intégrale  I dze  ^T^-jzsj^'),  on  aura 

,    ,^         .r-    d(i>{x')  x''        d'o{x')  ,- ,       .,  „/  r--\ 

y  =  o(j;')  H -h-^  -1 ^r^  — T  ,.,   ■    +...=    dze---T(:z: -h  2z  \Jx' ). 

•'         '  i.j       dx  1.2.3.4       dx-  -'  ^  *      ' 

Si  l'on  désigne  maintenant  par  n(a;  +  2-  y^o;')  une  fonction  qui  ne 
renferme  que  des  puissances  impaires  de  a;  -h  2=  y^r',  on  aura 

y  = /"f/;  e-=' l^x  n' (  2  5  v/;?)  + -^^  n"  (  2 = v^)  + .  .  .  J , 
fonction  que  l'on  réduira,  comme  ci-dessus,  à  la  suivante,  en  faisant 

y^x^{x')  +  ^^J-^^+...=Jdze-^W{x  +  2z^'^'). 

En  réunissant  ces  deux  expressions  de  y,  comme  on  le  peut,  l'équa- 
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tion  proposée  aux  tlifTcronccs  partielles  étant  linéaire,  on  aura 


,    ,^         .1-    do(.r  )  .V        d-  o{.r  ) 

•^         ^        '        1.2       dx'  1.2.3.4       dx'- 


■  .  2 . .-)      dx 


). 


= /c/;e'-''|r(x  H-  2c  va/)  +  n(a7  -h  2z  ^^')]=:I  dze^''  <f{x  -+-  2z\fP) 


en  faisant 


9(.r  +  2  5v(?)  =  r(ar  +  25  v'-f)  +  n(a.--|-  2-V'''^'')- 


On  voit  donc  avec  évidence  comment  l'expression  de  r,  qui  semble 
renfermer  deux  fonctions  arbitraires  ç(^"')  ot  ']^(.î-''),  ne  dépend  ce- 
pendant que  d'une  seule  fonction  arbitraire. 


Sur  le  passage  réciproque  des  résultats  réels  aux  résultats  imaginaires. 

Lorsque  les  résultats  sont  exprimés  en  quantités  indéterminées,  la 
généralité  de  la  notation  embrasse  tous  les  cas,  soit  réels,  soit  imagi- 
naires. L'analyse  a  tiré  un  grand  parti  de  cette  extension,  surtout  dans 
le  calcul  des  sinus  et  des  cosinus,  qui  peuvent,  comme  l'on  sait,  être 
représentés  par  des  exponentielles  imaginaires.  J'ai  fait  voir,  dans  ma 
Théorie  des  approximations  des  formules  qui  sont  fonctions  de  très 
grands  nombres,  insérée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences 
pour  l'année  1782  ('),  que  ce  passage  du  réel  à  l'imaginaire  pouvait 
encore  avoir  lieu,  même  lorsque  les  résultats  sont  exprimés  en  quan- 
tités déterminées;  et  j'en  ai  conclu  les  valeurs  de  quelques  intégrales 
définies,  qu'il  serait  difficile  d'obtenir  par  d'autres  moyens.  Je  vais 
donner  ici  quel(|ues  nouvelles  applications  de  cet  artifice  remarquable. 

— — - — ;    a  étant  positif 

(')  OEuiTes  (te  f.aplacc,  T.  X,  p.  209. 

OEmrcs  de  L.  ~  XIV.  2  5 
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ot  moiiulrc  que  l'unité.  Soit  0;  =  /'"°'^/—  1;  cette  intégrale  deviendra 

(-1)  ■'     /  die-'     . 

I  — «  J 

En  prenant  la  première  intégrale  depuis  a;  =  0  jusqu'à  x  infini; 
la  seconde  intégrale  devra  être  prise  depuis  /  =  o  jusqu'à  t  infini. 

Nommons  k  l'intégrale  f  die-''",  prise  dans  cet  intervalle;  on  aura 

J  x^  1  —  a  ' 

l-g  

(—  I)  '    peut  être  représenté  par  cos^  -+-  \/—  i  sin-p,  et  alors  on  a 

—  I  =:  (coso  +  \^ —  I  sinc^)     "  =  cos  — - —  9  -+-  y/ —  i  sin  — - —  9; 

cette  équation  donne  — -— '^  =  (2r  +  i)-,  r  étant  un  nombre  entier 
positif  ou  négatif,  et  -  étant  la  demi-circonférence;  on  a  donc 

o  =  (  a  /•  +  I  )  (  I  —  a  )  -  ) 
2 

et,  par  conséquent. 


(—1)    -    =cos(2/- +  i)(i  —  a) — h  V— 1  sin(2/- +  i)(i  —  a) -; 
on  a  donc 

=    cos (2 /'H-  i)(i  —  a)~  +  y/ — I  sin (2/-  4-i)(i  —  a)^     — —  ; 

en  comparant  les  quantités  réelles  aux  réelles  et  les  imaginaires  aux 
imaginaires,  on  aura 


(■) 


/dxcosx           k  ,  ,,  ,71 
; =  -cos  (27-+  l)(l  —  a)-j 
x^             I  —  a  2 

/    %  rdx?.\nx  k  T. 

(2)  j___=___sm(2r  +  . )(!-«)-, 
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les  intégrales  étant  prises  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini.  Dans  cet  in- 
tervalle,   /  ^—  est  une  quantité  positive  et  finie,  lorsque  a  est 

moindre  que  2.  En  efl'et,  dans  la  première  demi-circonférence,  tous 
les  éléments  de  l'intégrale  étant  positifs,  l'intégrale  entière  est  posi- 
tive. Dans  la  seconde  demi-circonférence,  tous  les  éléments  sont  né- 
gatifs; mais  l'élément  qui  correspond  à  sino;,  dans  la  première,  est 

— >  etl  élément  qui  correspond  au  même  sinus,  dans  la  seconde, 

est  —  , -;  la  somme  de  ces  deux  éléments  est  évidemment  nosi- 

tive  ;  ainsi  la  somme  de  leurs  intégrales,  prises  depuis  x  =  o  jusqu'à 

x^=T.,  est  positive  :  or,  cette  somme  est  l'intégrale    /  ' '^  \^      prise 

depuis  X  =  o  jusqu'à  ^r  =  2-;  cette  intégrale,  prise  dans  l'étendue  de 
la  circonférence,  est  donc  positive.  On  prouvera  de  la  même  manière 
qu'elle  est  positive  dans  l'étendue  de  la  deuxième,  de  la  troisième,  etc. 
circonférence;  et  c'est  la  somme  de  toutes  ces  quantités  positives  qui 

forme  l'intégrale  entière  /  ''"  \^  '  >  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x 
infini. 

Cette  intégrale,  prise  à  l'infini,  est  plus  petite  que  sa  valeur  prise 
dans  l'étendue  de  la  première  demi-circonférence.  En  elTet,  si  l'on 

suppose  x  =  r.-{-x',   elle  devient    —  /  — ^-r;  et    l'on  prouvera, 

comme  ci-dessus,  que  cette  dernière  intégrale  prise  depuis  x'  nul 
jusqu'à  x'  infini  est  une  quantité  négative  et,  comme  elle  doit  être 

ajoutée  à   l'intégrale    /  — — - — ■  prise  dans  l'étendue  de  la  première 

deini-cireonférence,  il  en  résulte  que  celte  dernière  intégrale  surpasse 
l'intégrale  entière  prise  jusqu'à  .r  infini. 

,,•    ,,        I       /"r/a-cos.r       ,    ,      ,      ,    sina;  /"rfrsin.r       ,        ,,      , 

L  intégrale  / —  est  égale  a  — - — ha/  — ^ttt"'  •''^  cette  der- 
nière quantité  se  réduit  à  son  second  terme,  lorsque  les  intégrales 
sont  prises  depuis  x  =  0  jusqu'à  x  infini  :  or,  on  vient  de  voir  (jue 
la   seconde   intégrale   est  toujours   positive   et  finie,  lorsque    a  est 
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inoindro  que  l'unité.  L'intégrale  /  — — —^  est  donc  aussi  positive  cl 
finie.  Tous  les  éléments  de  cette  intégrale  sont  positifs  depuis  .r  =  o 
jusqu'à  a-=  -•  En  faisant  ensuite  ce  =  -  +.t',  l'intégrale  se  réduit  à 


/ 


et  l'on  voit  par  ce  qui  précède,  que  cette  dernière 


intégrale,  prise   depuis  x'  nul  jusqu'à  œ'    infini,   est  une  quantité 

négative;   l'intégrale  partielle  /  — — ~r~'  pi'isc  depuis  x  nul  jusqu'à 

37  =  -)  surpasse  donc  l'intégrale  entière  prise  jusqu'à  l'infini. 

Reprenons  maintenant  les  équations  (i)  et  (2)  et  supposons  d'abord 
I  —  a  infiniment  petit,  l'équation  (2)  donnera 


/ 


d.r  sin.r       ,  ,  tt  , 

-—=  (2/- +.)-/.-, 


>?•  est  égal  à  l'intégrale  |c//e"''~°,  et  cette  intégrale  devient  ici  jdte''' . 
Tant  que  t  est  moindre  que  l'unité,  e"'"  est  égal  à  l'unité;  et  il  devient 
nul,  lorsque /*  surpasse  l'unité;  X- est  donc  égal  à  l'unité.  Maintenant, 

l'intégrale  /  _!___^  çgt  moindre  que  cette  même  intégrale,  prise 
depuis  .r  =  o  jusqu'à  ,r  =  -;  et  cette  dernière  intégrale  est  plus  petite 
que  l'intégrale  /  - — -^  prise  dans  le  même  intervalle,  et,  par  consé- 
quent, plus  petite  que-;  il  faut  donc  ici  faire  r=  o  et  A  =  i,  ce  qui 


/ 


dx?,\na:        t. 


l'équation  (i)  donne  alors  /    '^  infini,  comme  cela  doit  être. 

Si  l'on  suppose  a  =  ->  on  aura  k  =  j dte"'' ,  et  cette  dernière  quan- 
tité est-y'-K,  comme  je  l'ai  fait  voir  dans  les  Mémoires  de  l'Académie 
des  Sciences  pour  l'année  1782  (');  les  équations  (i)  et  (2)  deviennent 

(')  OEiwres  de  Laplace,  T.  X,  p.  29.3. 
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donc  , 


/ 
/ 


-= =  \!t^   Sin- ;; — -K, 

\Jx  4 


lo  sinus  et  le  cosinus  de  — — -, doivent  donc  être  positifs,  ce  qui 

suppose  r  nul  ou  un  multiple  de  4  ;  alors,  on  a 

.       (  2  /•  +  I  )  7T                     (  T  /•  +  I  )  TT              I 
Slll =  COS ', =  , 

4  4  ^2 

partant 

Pdx?,\nx rdxcoix /tt 

J     v^      J  ~7^~V  2' 

Mascheroni,  dans  un  Ouvrage  intitulé  Annotationes  in  Calculnm  intc- 

gralem  Eiileri,  a  trouvé   /  ^ — -^—  =  sfir^;  mais  cette  valeur  est  évi- 
J        V-^ 

demmcnt  trop  grande,  car  on  a  vu  que  /  ^  "  '^^"^''^  est  moindre  que 
l'intégrale  partielle,  prise  depuis  x  ^=o  jusqu'à  x=  ->  et  cette  inté- 
grale partielle  est  plus  petite  elle-même  que  l'intégrale   /  '-L^,  prise 

dans  le  même  intervalle  :  or,  cette  dernière  intégrale  est  sji-;  donc 
dx  COS  a' 


/ 


\/x 


est  moindre  que  ya-. 


c-  3 

Si  a  =:  7>  on  aura 


k=  fdte-'\ 


En  nommant  -'  l'intégrale    /  — '- j-)  prise  depuis  u  ~  o  jusqu'à 

?/  =  I ,  on  a 

7r'=  1 ,3i  1 028  777 146059  87 
et 

k  —  -  V  7ï'  v^2  7r  =  o ,  906  402 
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{Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  1782,  p.  21)  (');  on  a  ensuite 
dx  cosj?       ,  ,        (2/-  4-  i)  r 

r =  4  A-  COS  -y -  , 


/ 

/dx sin j?        ,  ,     . 
—  =  4A  sia 


(ir  -\-  \)  TC 


Ici,  on  peut  supposer  encore  r  nul;  car  l'intégrale  /  — — ^  doit 

être  comprise  entre  les  intégrales  /        \ —  et  /  —^ — -y  et  c'est  ce 

qui  a  lieu  en  supposant r  nul,  car  alors  ces  trois  intégrales  sont  i,  2533; 
1,3875;  1,5708  :  la  valeur  de  l'intégrale  /  — — 5-^  est  3,34963. 

Si  a  est  infiniment  petit,  alors  k  =  [die-''""  —  fdle~'  =  i,  ensuite 
on  a 

ftf.r  siii.r  .    ,  ,7: 

/  z —  =:  sin(2/- +  1)-      =1, 

J         x^  2 

/dxcosv         .    ,  ^     T-       ,  ^  «■'^ 
—  =  sin  (  2  /•  +  I  )  a  -  =  (  2  /■  H-  I  )  —  : 
x'^                   ^              '     2        ^  2  ' 

or  on  a,  pour  ce  qui  précède, 

/dxCQ?,x  fdxsinx 

et,  dans  le  cas  de  a  infiniment  petit, 

/dxs'inx rdxsinx 7: 

donc 

/(/x  COS.C  tXK 
^^          ~     2    ■ 

En  comparant  cette  valeur  à  la  précédente,  on  voit  que  r  doit  être 
supposé  nul. 

Considérons  encore  le  cas  de  a  =  7-  Dans  ce  cas,  on  a 

(')  OEuvtes  de  Laplace,  T.  X,  p.  226. 
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cil  faisant  t  =  t.",  on  aura 

A- =  3  fdl'f'e-''; 

or  on  a  (page  citée  des  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences) 
\Ç,J'dte-''fdt'r-e'''=n\fi, 


k  = ^ =  o ,  9 1 9  002 . 


on  aura  donc 

i6y  cite-'' 
.    .  rd.rs'iu.r     ,    .,    ., 

On  peut  encore  ici  supposer  /•  =  o,  parce  que  /  j —  doit  être 

compris  entre  /  — -^ — j  a  étant  inlininicnt  petit,  et  /  j — ;  on  a 

ainsi 

'djc  sinx            „                   fd.vcosx  ,_□ 

i32i,  /    j — =0,4689. 


/'■ 


Si  l'on  rassemble  ces  divers  résultats,  on  en  formera  le  Tableau 
suivant  : 

/dx  s\nx  Pdxooix 

x»  J  x« 

o  I , 0000  o , 0000 

■i I,i32i  0,4689 

4 

-  I ,2533  I ,2533 

4 

^ 1,3875  3,34963 

'I 

i 1 ,5708     ■  « 

4 

- 1 ,8756  00 

4 

fi  , 

- 2,2307  00 

4 

^ 4,46C2  00 


De  là  nous  pouvons  généralement  conclure  que,  dans   les  équ; 
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lions  (i)  et  (2),  r  peut  être  supposé  nul,  et  alors  elles  devieiiiieiU 

,„,                                            rdxzQ%x           k        .    (Z7Î 
3)  / —  =  - sin — , 


(4) 


/dx  siii.r 


ou  doit  y  joindre  l'équation 

dx  %\nx 


S"- 


a(i  — a) 


Pour  donner  une  application  de  cette  analyse,  considérons  une  lame 
élastique  repliée  naturellement  sur  elle-même  en  forme  de  spirale. 
Concevons  que  son  extrémité  intérieure  soit  fixe,  et  que  la  lame  puisse 
être  développée  dans  une  ligne  horizontale,  par  un  poids />  suspendu 
à  son  autre  extrémité.  Dans  cet  état,  l'action  du  poids  sur  un  élément 
de  la  lame,  placé  h  la  distance  s  de  l'extrémité,  sera/>j;  et  le  ressort  de 
l'élément  doit  lui  faire  équilibre.  Ce  ressort  est  réciproque  au  rayon 
osculateur  de  la  lame  dans  son  état  naturel.  En  nommant  donc  r  ce 
rayon  relatif  à  la  partie  s  de  la  lame,  prise  de  son  extrémité  exté- 
rieure, on  aura 


g  étant  une  constante  dépendant  de  l'élasticité  propre  de  la  lame. 
Nous  ferons  -  =  a},  a  étant  une  droite,  pour  conserver  l'homogénéité 
des  dimensions;  on  aura  ainsi,  dans  l'état  naturel  de  la  lame, 


Maintenant  concevons  dans  cet  état,  et  par  l'extrémité  extérieure  de 
la  lame,  deux  coordonnées  orthogonales  x  ^iy  dont  la  première  soit, 
à  cette  origine,  tangente  à  la  lame  ;  on  aura 


d'^ 
ds ds 
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ce  qui  donne 

et.  par  conséquent, 

^•=.cos(/^-); 


substituant  pour  -  sa  valeur  —  >  on  aura 

X  zn  /  c/.ï  cos  -^,  Y  ^  I  <-l^  sin  — ;  • 

J  ici-  •'       ■'  ■!<;■- 

Euler  parvient  aux  mêmes  équations,  dans  son  bel  Ouvrage  Sur  tes 
isopérimétrcs,  page  27(3;  mais  il  ajoute  :  «  Ciuva  ergo  cril  ex  spiralium 
génère,  ita  al  injinitis  peractis  spiris,  in  cerlo  quodain  puncto  tanquam 
centra  convohxitur,  quod punctimi  ex  hûc  constriiclione  invcnire  dijfjîci/à- 
rmirn  rù/etiir.  »  La  détermination  de  ce  point  se  déduit  facilement  de 

l'analyse  précédente;  car,  en  faisant  ;^,  =  cp,  on  aura 

d(a  C  d'j)  /^r/'jsinc? 

as  ^=  a  et  .z- =  a  /     __  coscp,         y=za  j      '  > 

v/açp  J  v'29         '  y       V2<p 

les  intégrales  étant  prises  depuis  o  nul  jusqu'à  cp  infini  ;  alors  on  a,  par 
ce  qui  précède, 

On  peut  généraliser  l'analyse  précédente,  en  l'appliquant  à  l'intégrale 
•d.t 


Si  l'on  fait 
l'inténrale  devient 


J     ^'^ 


dte-' 


(.-«)(/- i^/ir;)'- 


en   nommant  donc,   comme  ci-dessus,  /t  l'intégrale  j  dte~''~''  prise 
depuis   t  nul  jusqu'à   t   infini,  et   substituant,   au    lieu    de   p»-'V-', 

OEuvics  de  L.  —  XIV.  26 
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cos^a;+  v'~  I  sin^oj,  on  aura 

^dxe-f'' /  , .         \  A- 


(6) 


rdxe-f''  (  I .  \  A- 

/  — ;:^i—  (cos^-x  +  si-  i  sin^-a-)  = — -=^ 


l'intégrale  étant  prise  depuis  œ  nul  jusqu'à  x  infini. 

Représentons  la  fraction —       >  par  /i(cos9  +  \/—  i  sinîp); 

nous  aurons 

t     , 

1 /  CB  I .         a 

f-gV—i  ='i''-'{coSj^—^-i  sin  — 

ce  qui  donne 

/i*     '  cos ' =/, 

I  —  a       ■' 


d'où  l'on  lire 


A"    '  siii — - — 

I  —  (X 


tang — —  =  ^) 
1  — a       / 


La  première  équation  donne 

?  =  (A  +  '■7r)(i  —  a), 

A  étant  le  plus  petit  angle  positif  dont  j  soit  la  tangente,  et  /•  étant  un 

nombre  entier,  que  l'on  doit  supposer  nul,  d'après  ce  qui  précède. 
Cela  posé,  l'équation  (G)  donnera  les  deux  suivantes 

/"f/.re--''-^  cos^.r  __  A  cos  A 

(7)  /  ^ — r£a' 

(>-«)(/=+ -^)    ^ 

dxe~J'-'  sin  crx  k  sin  A 


(8)  f 

(i-a)(/^+5'^)    '■' 

On  a,  en  prenant  les  intégrales  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini, 

rdxe-J'-'  cosgx  /"  /  dxe-J'-'  sin  ffx        fa  dxe-J'^  s'ingx 

J  ^^  ~J  '"s  ^"  "^  J  "g  '^^'         ' 
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on  aura  donc 

(9)  /  ^^+, ^(^cosA-/sinA); 

«(.-a)(/^+é''-)   ' 

en  supposant/ nul  et ^  =  i,  on  a 


laiig- 

O                 I 

i  —  a  ~  0  "~     ' 

ce  qui  donne 

o              TC 

1  —  a        1 

et,  par  conséquent, 

A=i\.-a); 

alors  il  est  visible  que  les  équations  (7),  (8),  (9)  coïncident  avec  les 
équations  (3),  (4),  (5). 


Sur  l'intégration  des  équations  aux  différences  finies ,  non  linéaires. 

Jusqu'à  présent,  les  géomètres  se  sont  principalement  occupés  des 
équations  aux  différences  finies,  linéaires;  ce  sont,  en  effet,  celles  qui 
se  présentent  le  plus  fréquemment  dans  ce  genre  d'analyse  :  mais  la 
considération  des  équations  non  linéaires  pouvant  être  utile,  je  vais 
exposer  ici  une  méthode  pour  les  intégrer  dans  plusieurs  cas. 

J'ai  déjà  observé  que  l'intégration  des  équations  aux  différences 
finies  n'est,  au  fond,  qu'une  élimination  entre  un  nombre  quelconque 
d'équations  semblables.  En  désignant  donc  par  a?'"'  et  a;'"'*'''  les  deux 
variables  d'une  équation  donnée  entre  elles,  cette  équation  se  changera 
dans  une  équation  aux  différences  finies.  Pour  l'intégrer,  différentions 
cette  équation  par  rapport  aux  différences  infiniment  petites  r/r'"' 
et  c?a7<""^";  on  pourra,  au  moyen  de  l'équation  proposée  et  de  sa  diffé- 
rentielle, parvenir  à  une  équation  de  cette  forme. 
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et,  par  conséquent,  à  l'équation 

J\/^i"+>'i{;(x"'+")  — y  n'^-""ai(.r  "")  =  «. 

Cette  équation  n'est  qu'une  transformée  de  la  proposée,  mais  dans 
laquelle  les  deux  variables  sont  séparées. 

Si,  dans  la  proposée,  les  deux  variables  a;'"'  et  a;'"'*'''  entrent  de  ma- 
nière que  l'on  ait  'j;(a;'""^'^)  =  ©(.r'""^''),  la  transformée  deviendra 

yVx<«+"  9(x;''+")  — yf/x"')  (p(x"")  =  a, 

et,  en  intégrant 

Ç dj:'-"''  9(x"'))  =  an  +  b, 

b  étant  la  constante  arbitraire  introdnite  par  l'intégration;  on  aura 
ainsi  a;'"'  en  fonction  de  an  +  b.  Appliquons  cette  méthode  à  quelques 
exemples. 

Considérons  d'abord  l'équation 

0  =  1  — (î(.r— 7)-i-x7. 
ce  qui  donne 

X  —y 

en  différentiant,  on  aura 

dx  dv 

T ^ — :  =  o, 

l  ->r  X-  I  -t-  J- 

et,  par  conséquent. 


J  i  -^x-      J  y+f- 


a  étant  une  constante  qui  doit  être  une  fonction  de  P;  car  cette  der- 
nière équation  n'est  qu'une  transformée  de  la  proposée.  Maintenant,  si 
l'on  ftiit  a- =  a:'"+'',  y  =  a;'"',  cette  proposée  se  change  dans  l'équation 
aux  différences  finies, 

o  =  I  —  j3(x'"+"  —  a:"")  +  x(«+".c("', 
ou 

o  =  I  4- (x>'")  —  (3  )  A.rCO  +  ar""'. 

Sa  transformée  devient 
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on  l'intégrant,  on  aura 

/   r-T^.  =  an  -+-  b, 

b  étant  la  constante  arbitraire  introduite  par  l'intégration  aux  dille- 

rencos  finies.  L'intégrale  /     '  '^  ,„ .  est,  comme  on  sait,  arc  tanga;'"'; 
ainsi  l'on  a 

j^c'  =r  tang(  an  -+-  b). 

Pour  déterminer  a,  supposons  n  et  h  tels  que  an -{-h  soit  nul;  on 
aura  a;'"'  nul,  et  a;""^'' =  tanga  :  or,  l'équation  précédente  aux  diffé- 
rences finies  donne,  lorsque  a;'"'  est  nul, 

-3?'"^"=  g  —  langrt; 

a  est  donc  l'angle  dont  la  tangente  cst^-  L'arbitraire  b  est  l'angle  dont 
la  tangente  est  x'^K 

Considérons  maintenant  l'équation 

o  =  I  —  j3  (  ,r- H- j^  ) -+- 2 -/ j-j  +  .i'-y -, 
elle  donne,  en  la  différentiant, 

dy-  ~   l^xy-—'^x  +  yyY  ~~  a;-(j'- P)'-+- ay-^T (j'— P)  +  yV' 

Substituant  dans  le  numérateur,  pour  x-  sa  valeur ^  _    "^''  •  ? 

et  dans  le  dénominateur,  pour  j^  sa  valeur         ^  __   ^,''  ■  ?  on  aura 


en  faisant  donc 


dx-' 

1  — !^ '—  X-  -h  .r* 

dy^ 

■.     '*^l--''r'*f 

2a  = î^T^ *- 
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on  aura 

dx  dy 

=  o, 


et  en  intégrant,  on  aura  l'équation  suivante,  qui  n'est  qu'une  trans- 
formée de  l'équation  proposée, 

dy  


r       dx         _  r di 

J   y/i  —  2aa;^  + J"'      J    <^ i  —  2ûc 


Si  l'on  feit  maintenante- =  a;'"^'', 7  =  3?'"';  la  proposée  se  changera 
dans  l'équation  aux  différences  finies, 

o  =  I  —  PCxC+'I'h-  ^<")')  +  2y.r(«+"a:""4-x"-*-"'a:<'"', 

et  sa  transformée  deviendra 

r  dxf"> 

A  /  ■  =  a, 

J   y/i  —  2aa,-i'"'+ x<"'* 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant  aux  différences  finies, 

r        dx^'^i 

J  v/i  —  2ax""'+x<"'' 

b  étant  une  constante  arbitraire,  qui  est  égale  à 

Pour  déterminer  a,  nous  désignerons  par  'K^;'"')  l'intégrale 

J    y/i  —  2aa;'"''-t-  x'"'' 
et  a  par  '^{q);  nous  aurons 

Supposons  que  '\{x)  soit  nul,  lorsque  x  est  nul;  on  aura,  en  fai- 
sant a;'"'  nul, 

4;(x<")  =  '|(7)  OU  7  =  j;"'; 
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or,  la  proposée  donne  alors  a;"'=  -=,  donc 


partant 

En  tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  a;'"',  on  aura  l'intégrale  de  la 
proposée.  La  valeur  de  ^j>(a;'"'),  en  quantités  algébriques,  circulaires  ou 
logarithmiques,  est  impossible  en  termes  finis;  il  est  donc  impossible 
de  représenter  autrement  que  par  une  caractéristique  l'expression 
de  a:'"';  mais  il  est  remarquable  qu'elle  dépende  de  la  rectification  des 
sections  coniques. 

On  peut  semblablement  intégrer  par  une  quadrature  transcendante 
l'équation  générale  aux  différences  finies, 

+  ^x'«+')x<'')  (jci"-*-"  +  a-c"  )  -t-  /tx("+')'.r(«)', 

car,  si  l'on  fait 

,.,       Z^'cJ  +  z) 

x''"=  —  , 

on  aura  une  équation  différentielle  en  a;''"'  de  la  même  forme  que  la 
précédente;  et,  en  déterminant  convenablement  les  trois  arbitraires  /, 
p  et  q,  on  pourra  faire  disparaître  les  coefficients  de  (a;''"'^''-4-a7''"')  et 
de  a;''""^''a;''"'(a;''""^''  + a;''"'),  et  rendre  égaux  le  coefficient  constant  et 
celui  de  x'^"^' x'^"'*''^'.  L'équation  différentielle  est  alors  réduite  à  la 
forme  de  celle  que  nous  venons  d'intégrer.  i,. 


Sur  la  réduction  des  fonctions  en  Tables. 

Pour  réduire  en  Tables  les  valeurs  d'une  fonction  à  une  seule  va- 
riable, on  donne  à  cette  variable  des  valeurs  numériques  successives, 
et  telles  que  ses  accroissements  soient  très  petits  et  égaux  entre  eux. 
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On  place  ensuite  à  coté  de  chaque  accroissement  la  valeur  correspon- 
dante de  la  fonction.  Une  Table  ainsi  formée  se  nomme  Table  à  simple 
entrée.  Elle  donne  non  seulement  les  valeurs  de  la  fonction,  corres- 
pondant aux  accroissements  indiqués  de  la  variable,  mais  encore 
celles  qui  correspondent  aux  accroissements  intermédiaires  :  une 
simple  proportion,  ou,  si  l'on  veut  plus  d'exactitude,  la  méthode  des 
différences  fait  connaitre  les  valeurs  intermédiaires  de  la  fonction. 

Si  la  fonction  renferme  deux  variables  x  et  j,  alors,  en  donnant  à  x 
une  valeur  déterminée,  on  fera  croître  successivement  y,  et  l'on  pla- 
cera la  valeur  correspondante  de  la  fonction  à  côté  de  chaque  accrois- 
sement. On  formera  ainsi,  pour  chaque  valeur  de  x,  une  Table  à  simple 
entrée,  et  la  réunion  de  ces  Tables  correspondant  aux  accroisse- 
ments successifs  de  x,  formera  une  Table  à  double  entrée,  qui  repré- 
sentera la  fonction  proposée,  en  xciy. 

La  Table  de  Pythagore,  qui  donne  le  produit  a;y  des  deux  nombres  x 
et  y,  est  le  cas  le  plus  simple  de  ce  genre  de  Tables;  et  en  la  prolon- 
geant jusqu'à  un  nombre  considérable,  elle  donnerait  les  produits  des 
grands  nombres;  mais  alors  elle  deviendrait  embarrassante  par  son 
étendue  excessive  :  on  faciliterait  donc  extrêmement  les  calculs  numé- 
riques, en  la  réduisant  à  une  Table  à  simple  entrée. 

Pour  y  parvenir,  il  faudrait  pouvoir  réduire  xy  à  une  ou  plusieurs 
fonctions  de  la  forme  cp(X  -i-  Y),  X  étant  une  fonction  de  x  et  Y  étant 
une  fonction  dey.  Alors  on  aurait  X,  au  moyen  des  valeurs  de  x,  par 
une  Table  à  simple  entrée;  la  même  Table  donnerait  encore  Y,  au 
moyen  des  valeurs  de  y;  car,  dans  le  cas  présent,  Y  est  une  fonction 
de  y,  entièrement  semblable  à  celle  de  X  en  .r.  Enfin,  une  Table  à 
simple  entrée  donnerait  encore  xy,  au  moyen  des  valeurs  de  X  +  Y. 

Voyons  maintenant  si  cette  réduction  de  xy  est  possible.  Supposons 

•  ■  '■         '        ^y  ^  ?(X  +  Y). 
1    En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  x,  on  aura 

,.,„,..:  ,.,:>.,  -jg^o'lX  +  Y), 


MÉMOIRE  SUR   DIVERS  POINTS  D'ANALYSE.  209 

•Ml  désignant  — tt"  P''*'"  ?  (^)-  0"  ■*'^"'^  pareillement,  en  didérentiant 

par  rapport  à  y, 

.g  =,'1X4- Y). 


La  comparaison  de  ces  doux  équations  donne 


dx     dy  '■         '  ' 

~rd\~  jdY'  :, 

le  premier  membre  de  cette  équation  étant  fonction  de  x  seul,  et  le 
second  membre  étant  fonction  de  y  seul;  il  est  clair  que  les  deux  va- 
riables œ  et  y  étant  indépendantes,  chacun  de  ces  membres  doit  être 
égal  à  une  même  constante  que  nous  indiquerons  par  q:  on  aura  donc 

d.r     dy 

Les  intégrales  de  ces  équations  sont  évidemmetil 

A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires,  car  il  est  visible  que  l'on  a 

dx  =  A  e'/"  ( <?■?'«  —  I  )  3=  X ( e'?'"  —  I  ), 
ce  qui  donne 

djr 

si  l'on  a 

_1-         ■..'::u:::r  ■■> 
ei'i^—i=qd\         ou         e  =  {i-{-qd\)'i'''^. 

■  ;,  1    Ij:  'i  t  .1  !'' 

En  développant  le  second  membre  en  série,  par  le  théorème  connu 
du  binôme,  et  néfflii^eant  l'unité,  eu  égard  à  —7^)  on  aura 

'"''■'  e  =:  2  H 1 ■ — -  +  ■ :r-T  +...—  ^.yiSsi; 

1.2  1.2. ci  I.2.0.q 

on  aura  ainsi  les  trois  équations 

a:  =  Aei^,        yT=Be'''',        xy  z=  ABei^'^*''^; 

OF.ufres  de  L.     -  XIV.  ^7 
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et  il  est  visible  que  les  Tables  à  simple  entrée,  dont  on  a  parlé  ci- 
dessus,  se  réduiront  à  une  seule,  si  l'on  fait  A  =  B  =  i  ;  et  alors  X  et  Y 
sont  nuls,  lorsque  x  et  }'  sont  égaux  à  l'unité. 

La  Table  à  simple  entrée,  que  l'on  obtient  de  cette  manière,  est  une 
Table  de  logarithmes,  X  étant  le  logarithme  de  a-.  Les  logarithmes  sont 
hyperboliques,  si  q  est  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  si  l'accroissement 
infiniment  petit  du  logarithme  X  est  égal  à  celui  du  nombre  x,  lorsque  x 
est  égal  h  l'unité.  Les  logarithmes  sont  ceux  que  l'on  nomme  tabu- 
laires, si  q  est  tel  que  l'on  ait  e'' =  lo.  Cette  valeur  de  q  offre  l'avantage 
de  donner  les  logarithmes  des  nombres  dix,  cent,  mille,  etc.  fois  plus 
grands  ou  plus  petits,  en  ajoutant  ou  retranchant  de  ces  logarithmes  i, 
ou  2,  ou  3 

Si  l'on  emploie  deux  fonctions  pour  représenter  xy,  si,  par  exemple, 

on  suppose 

a-v  =  <s(X-+-Y)-œ(X— Y), 

on  aura 


'i'"(z)  étant  égal  h     ^  _     •  On  aura  donc 


d\^ 


a^x  ■ 


d'y  ^    , 

a  étant  une  constante  quelconque.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  de  a 
nul,  et  alors  on  peut  supposer  a;  =  X,  j  =  Y  ;  ce  qui  donne 

'    '■"     '''  o=  (p'CX-h  Y)-9''(X  — Y). 

Ainsi,  cp"(X  +  Y)  est  égal  à  une  constante  et,  par  conséquent, 
cp(X  +  Y)  est  de  la  forme  è(X  +  Y)' -^pÇ^  -hY) -i- q;  b,  p  el  q  étant 
des  constantes.  L'expression  précédente  de  xy  déterminera  ces  con- 
stantes, et  elle  donnera 
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En  formant  une  Table  à  simple  entrée,  de  la  fonction  -t-,  la  diffé- 
rence des  deux  nombres  qui  répondront  dans  cette  Table  a,  t  ^^  x  -h y 
eit=^x  —  y  ou  j  —  X,  suivant  que  X  sera  plus  ou  moins  grand  que  Y; 
cette  différence,  dis-je,  sera  le  produit  xy. 

En  faisant  a  =  i,  les  équations 

d^x  d-y 

seront  satisfaites,  en  faisant  x  =  sinX,  v=  sinY;  et  alors  on  aura 

a-7=  ^[cos{X  — Y)  —  cos(X-+- Y)]; 

on  peut  donc,  au  moyen  d'une  Table  de  sinus  et  de  cosinus,  déter- 
miner le  produit  des  deux  nombres  a?  et  y;  on  déterminera  les  angles  X 
et  Y  au  moyen  de  leurs  sinus  x  et  y,  et  en  prenant  dans  la  Table  les 
cosinus  des  angles  X  —  Y  et  X  -+-  Y,  leur  demi-différence  sera  le  pro- 
duit xy.  Cette  manière  ingénieuse  de  faire  servir  les  Tables  de  sinus  à 
la  multiplication  des  nombres  fut  imaginée  et  employée  un  siècle 
environ  avant  l'invention  des  logarithmes,  qui,  comme  on  vient  de  le 
voir,  ne  dépendant  que  d'une  seule  fonction  (p(X  +  Y),  est  beaucoup 
plus  simple  et  rend  très  facile  la  division  des  nombres,  leur  élévation 
aux  puissances  et  l'extraction  de  leurs  racines;  car  on  a 

f_g,HC-Y.  et         x«  — e?""; 

y 

ainsi  la  division  se  réduit  à  une  soustraction  ;  l'élévation  aux  puissances 
se  réduit  à  une  multiplication  et  l'extraction  des  racines  aune  division. 
La  facilité  de  tous  ces  calculs  rend  les  logarithmes  un  des  instru- 
ments les  plus  puissants  de  l'esprit  humain  et,  lorsque  le  système  mé- 
trique sera  généralement  adopté,  ils  deviendront  d'un  usage  commun 
dans  la  Société,  à  laquelle  ils  seront  aussi  utiles  que  notre  échelle 
arithmétique,  dont  ce  système  est  le  complément.  On  doit  donc  multi- 
plier, le  plus  qu'il  est  possible,  les  usages  des  logarithmes  et  par  leur 
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moyen  réduire  en  Tables  à  simple  entrée  les  Tables  à  double  entrée. 
C'est  ce  que  j'ai  fait  à  l'égard  de  la  Table  des  réfractions  astronomiques, 
publiée  par  le  Bureau  des  Longitudes,  et  dans  laquelle  la  formule  des 
réfractions,  que  j'ai  donnée  dans  le  dixième  Livre  de  la  Mécanique 
céleste,  est  réduite  de  cette  manière  à  des  Tables  à  simple  entrée. 
M.  Oltmans  a  fait  ensuite  la  même  chose  à  l'égard  de  la  formule  des 
hauteurs  conclues  des  observations  barométriques. 

On  peut  généraliser  l'analyse  précédente,  en  considérant  une  fonc- 
tion quelconque  '^(X  -h  Y).  Supposons  que  l'on  ait  généralement 

M  =  cp(;X  +  Y), 
en  diiférentiant,  on  aura 


partant 


r)ii  d.r 
Jx  d\ 

=  ^'(\  +  Y), 

au 

dx 
d\ 

du 

_  ày 

dy   - 
riY 

Ou 
dx 

.•^,=<p'(X  +  Y), 


Il  faut  donc,  pour  que  la  réduction  soit  possible,  que  le  quotient  de 

-r-j  divisé  par-—)  soit  de  la  forme  t.»  S  étant  une  fonction  de. r,  et  T  une 
ox  ^      dy  I 

fonction  dej.  L'équation  dinerentielle 

o  =  S  fl'.r  +  T  dy 

a  pour  intégrale 

con»l.=J'Sdx  -^j'Tdy, 

elle  a  donc  aussi  pour  intégrale  u  =  const.;  ainsi  toute  équation  finie 
en  X  et  j,  qui,  de  plus,  renfermant  une  arbitraire,  satisfait  à  l'équation 
précédente,  donne  pour  l'expression  de  cette  constante  une  fonction 
de  X  et  de  y,  dont  on  pourra  déterminer  les  valeurs  au  moyen  d'une 
Table  à  simple  entrée. 

On  a  vu  précédemment  que  l'équation 

-  o  =  i  —  [j{x-  +  y-)  -h2yxy  -h  x-y^  ..... 
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donnait  la  suivante, 

(l.r  tly    


lans  laqiielh 


et  comme  a  est  donné  en  l'onction  des  deux  constanles  [^  et  y.  l'équalion 
finie  précédente  renferme  une  constante  arbitraire  et,  par  conséquent, 
elle  est  l'intégrale  complète  de  l'équation  différentielle.  En  ellét,  si 

l'on  suppose  ^  =  a-,  l'équation  finie  devient 

r 


o  :=  rt^  —  (.;•-  -)- 1  -  )  -T-  'iJ'y  \''i  —  -laii'-  +  rt*  +  a-.r-  y-, 

a  étant  une  constante  arbitraire  qui  ne  se  rencontre  point  dans  l'équ; 
tion  différentielle.  Cette  équation  donne 

x^'\  —y\'\ 


1  —  .i-y- 

Y  étant  égal  à  i  —  aay-  -t- r',  et  X  étant  i  —  iolx"^  +  x'' .  On  a  de  plus, 
par  ce  qui  précède, 

4;(x)=n.|(j)4-d.{a), 

•\iix)  étant  l'intégrale    /  -^!  cette  intégrale  commençant  avec  .r;  en 

J  S/y- 

(ormanl  donc  une  Table  à  simple  entrée  des  valeurs  de  ■\i(x),  celte 
Table  donnera  les  valeurs  de  '— :   !  "     ou  de  a;  car  la  dillérence 

■\i{x)  —  4'(j)  étant  égale  à  '\{a),  cette  Table  donnera  la  valeur  de  a. 
On  pourra  même,  au  moyen  d'une  seconde  Table  à  simple  entrée,  qui 
donne  les  valeurs  d'une  fonction  (luelconque  r(.r)  de  x,  avoir  celle 


\    >  —  '-^'y   J 


Si  l'on  fait  A  =  i  — 2aa^  +  «',  l'équation   algébrique   précédent! 

donnera 

jv/Â  +  «v/Y 
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en  changeant  x  en  a;'">  et  y  en  a^'"",  on  aura 

X'"'  étant  ce  que  devient  X  lorsqu'on  y  change  x  en  .r'"'.  On  aura,  au 
moyen  de  cette  équation,  la  valeur  de  a;'"'  en  x'°^  et  a;  car  elle  donnera 
la  valeur  de  a;'"  en  fonction  de  ces  deux  quantités;  ensuite  elle 
donne  a?'-'  en  fonction  de  a?'"'  et  de  a  et,  par  conséquent,  en  fonction 
de  a;'"'  et  de  a,  en  substituant  pour  a;"'  sa  valeur,  et  ainsi  de  suite.  On 
aura  ainsi  a?'"'  en  fonction  de  ^r"',  a  et  n;  or  on  a,  par  ce  que  l'on  a  vu 
ci-dessus, 

4,(.r(«')=rn.|(a)  +  .];(:r""): 

en  désignant  donc  par  le  signe  renversé  i\.  la  valeur  de  x'"'  en  ■^(x'"  ), 
en  sorte  que  l'on  ait 

.r<'"  =  .t.[4;(.r'«')]; 

on  aura 

.r""  =  <j^[/ii}>(a)-t-+(a:"")]. 

La  Table  à  simple  entrée  qui  donne  ']'(x)  en  x  donnera  donc  la  valeur 
de  xf"K 

Supposons  a  =  —  i;  on  aura 

'^(.r)  sera  donc  arc  (anga;  et,  par  conséquent,  ^.{x)  sera  tangar;  on 

aura  donc 

.r""  =  tang(/!  arc  tango  +  arc  taiiga-fi  ), 

ainsi  la  Table  des  tangentes  donnera  généralement  la  valeur  de  a?'"'  ou 
les  valeurs  de  l'intégrale  de  l'équation  aux  différences  finies, 

o  =  a  —  (.r"+'  — x'"')  -H  aa;'"-^"x'"'. 
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Journal  de  Physique,  t.  LXII;  1806. 


Ce  Mémoire,  destiné  à  paraître  parmi  ceux  de  la  première  Classe  de 
l'Institut  (-),  est  précédé  par  l'analyse  suivante  de  la  théorie  qu'il 
renferme,  et  que  l'auteur  nous  a  communiquée. 

Clairaut  a  soumis  le  premier,  à  une  analyse  exacte  et  rigoureuse, 
les  phénomènes  des  tubes  capillaires,  dans  son  Traité  sur  la  Jigure  de 
la  Terre.  Mais  sa  théorie,  exposée  avec  l'élégance  qui  caractérise  ce 
bel  et  important  Ouvrage,  laisse  à  désirer  l'explication  complète 
du  principal  de  ces  phénomènes,  qui  consiste  en  ce  que  l'élévation  du 
lluide  au-dessus  de  son  niveau,  dans  les  tubes  de  même  matière,  est 
en  raison  inverse  de  leurs  diamètres.  Ce  grand  géomètre  se  contente 
d'observer,  sans  le  prouver,  qu'il  doit  y  avoir  une  infinité  de  lois 
d'attraction  qui,  substituées  dans  ses  formules,  donnent  ce  résultat. 
J'ai  cherché,  il  y  a  longtemps,  à  suppléer  ce  qui  manque  à  la  théorie 
de  Clairaut  :  de  nouvelles  recherches  m'ont  enfin  conduit  non  seule- 
ment à  reconnaître  l'existence  de  semblables  lois,  mais  encore  à  faire 
voir  que  toutes  les  lois  dans  lesquelles  l'attraction  cesse  d'être  sensible 
à  une  distance  sensible,  donnent  l'élévation  du  fluide,  en  raison  in- 
verse du  diamètre  du  tube;  et  il  en  résulte  une  théorie  complète  de  ce 
genre  de  phénomène. 

Clairaut  su[)pose  que  l'action  du  tube  capillaire  est  sensible  sur  la 

(')  Extrait  d'un  Mémoire  lu  ;i  l'Institut,  le  5.3  décembre  i8o5;  par  M.  Laplace. 
(')  OEuvres  Je  Laplace,  T.  IV.  Supplément  au  Livre  X. 

OEurres  de  L.  —  X.1V.  a8 
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colonne  infiniment  étroite  du  fluide,  qui  passe  par  l'axe  du  tube.  Je 
m'écarte  eu  cela  de  son  opinion  et  je  pense,  avec  Hawskbée  et  beau- 
coup d'autres  physiciens,  que  l'action  capillaire,  comme  la  force  ré- 
fractive  et  toutes  les  affinités  chimiques,  n'est  sensible  qu'à  des  dis- 
tances imperceptibles.  Hawskbée  a  observé  que  dans  les  tubes  de  verre, 
ou  très  minces,  ou  très  épais,  l'eau  s'élevait  à  la  même  hauteur,  toutes 
les  fois  que  les  diamètres  intérieurs  étaient  les  mêmes.  Les  couches 
cvlindriques  du  verre,  qui  sont  à  une  distance  sensible  de  la  surface 
intérieure,  ne  contribuent  donc  point  à  l'ascension  de  l'eau,  quoique 
dans  chacune  d'elles,  prise  séparément,  ce  fluide  s'élèverait  au-dessus 
de  son  niveau.  D'ailleurs  une  expérience  bien  simple  prouve  la  vérité 
de  ce  principe.  Si  l'on  enduit  d'une  couche  extrêmement  mince  de 
matière  grasse  la  surface  intérieure  d'un  tube  de  verre,  on  fait  dispa- 
raître sensiblement  refl"et  capillaire.  Cependant  le  tube  agit  toujours 
de  la  même  manière  sur  la  colonne  fluide  de  son  axe;  car  les  attrac- 
tions capillaires  doivent  se  transmettre  à  travers  les  corps,  ainsi  qu'on 
l'observe  dans  la  pesanteur  et  dans  les  attractions  et  répulsions  ma- 
gnétiques et  même  électriques.  Newton,  Clairaut  et  tous  les  géomètres 
qui  ont  soumis  au  calcul  ce  genre  d'attractions,  sont  partis  de  cette 
hypothèse  :  l'effet  capillaire  étant  donc  détruit  par  l'interposition  d'une 
couche  de  matière  grasse,  quelque  mince  que  soit  son  épaisseur, 
l'action  du  tube  doit  être  insensible  à  une  distance  sensible. 

Le  phénomène  suivant  fournit  une  nouvelle  preuve  du  principe  que 
je  viens  d'exposer.  On  sait  que,  par  une  forte  ébullition  du  mercure 
dans  un  tube  capillaire  de  verre,  on  parvient  à  élever  ce  fluide  au  ni- 
veau, et  même  au-dessus,  par  une  ébullition  plus  longtemps  continuée. 
Ce  phénomène  me  parait  dépendre  de  la  petite  couche  aqueuse  qui,' 
dans  l'état  ordinaire,  tapissant  la  surface  intérieure  du  tube,  afliiiblit 
l'action  réciproque  du  verre  et  du  mercure,  action  qui  s'accroît  de  plus 
en  plus,  à  mesure  que,  par  l'ébullition  de  ce  fluide  dans  le  tube,  on 
diminue  l'épaisseur  de  la  couche.  Dans  les  expériences  que  j'ai  faites 
avec  M.  Lavoisier  sur  les  baromètres,  en  y  faisant  bouillir  longtemps 
le  mercure,  nous  avons  fait  disparaître  la  convexité  de  sa  surface  inté- 
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rioure;  nous  sommes  même  parvenus  à  la  rendre  concave;  mais  nous 
avons  toujours  rétabli  l'effet  de  la  capillarité,  en  introduisant  une 
goutte  d'eau  dans  le  tube.  Si  l'on  considère  maintenant  le  peu  d'épais- 
seur que  la  couche  aqueuse  doit  avoir,  surtout  lorsqu'on  a  bien  fait 
sécher  le  tube  et  le  mercure,  ce  qui  ne  suffit  pas  pour  détruire  la 
capillarité,  on  jugera  que  l'action  du  verre  sur  ce  fluide  n'est  sensible 
qu'à  des  distances  insensibles. 

En  partant  de  ce  principe  je  détermine,  par  les  formules  de  mon 
Trailé  de  Mécanique  céleste,  l'action  d'une  masse  fluide  terminée  par 
une  surface  sphérique  concave  ou  convexe,  sur  une  colonne  fluide 
intérieure,  renfermée  dans  un  canal  infiniment  étroit  qui  passe  par 
l'axe  de  cette  surface.  Par  cette  action,  j'entends  la  pression  que  le 
fluide  renfermé  dans  le  canal  exercerait  en  vertu  de  l'attraction  de  la 
masse  entière,  sur  une  base  plane,  située  dans  l'intérieur  du  canal, 
perpendiculairement  à  ses  côtés,  à  une  distance  quelconque  sensible 
de  la  surface,  cette  base  étant  prise  pour  unité.  Je  fais  voir  que  cette 
action  est  plus  petite  ou  plus  grande  que  si  la  surface  était  plane  :  plus 
petite,  si  la  surface  est  concave;  plus  grande,  si  la  surface  est  convexe. 
Son  expression  analytique  est  composée  de  deux  termes  :  le  premier, 
beaucoup  plus  grand  que  le  second,  exprime  l'action  de  la  masse  ter- 
minée par  une  surface  plane,  et  je  pense  que  de  ce  terme  dépendent  les 
phénomènes  de  l'adhérence  des  corps  entre  eux,  et  de  la  suspension 
du  mercure,  dans  un  tube  de  baromètre,  à  une  hauteur  deux  ou  trois 
fois  plus  grande  que  celle  qui  est  due  à  la  pression  de  l'atmosphère.  Le 
second  terme  exprime  la  partie  de  l'action,  due  à  la  sphéricité  de  la 
surface  :  il  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  la  surface  est  convexe 
ou  concave.  Je  fais  voir  que  dans  l'un  et  l'autre  cas  ce  terme  est  en 
raison  inverse  du  rayon  de  la  surface  sphérique.  De  lii  je  conclus  ce 
théorème  général,  savoir  :  que  dans  toutes  les  lois  où  iuitraction  n'est 
sensd)le  qu'à  des  distances  insensibles,  l'action  d'un  corps  terminé  par 
une  surface  courbe,  sur  un  canal  intérieur  infiniment  étroit  et  perpendi- 
culaire à  cette  surface  dans  un  point  quelconque,  est  égale  à  la  demi- 
somme  des  actions  sur  le  même  canal,  de  deux  sphères  qui  auraient  pour 
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rayons,  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rayons  osculateurs  de  la  surface, 
à  ce  point.  Au  moyen  de  ce  théorème  et  des  lois  de  l'équilibre  des 
fluides,  on  peut  déterminer  la  figure  que  doit  prendre  une  masse  fluide 
animée  par  la  pesanteur.  Je  prouve  que  dans  un  tube  cylindrique  d'un 
diamètre  considérable,  la  section  de  la  surface  du  fluide,  par  un  plan 
vertical,  est  une  courbe  du  genre  de  celles  que  les  géomètres  ont 
nommées  élastiques,  et  qui  sont  formées  par  une  lame  élastique  pliée 
par  des  poids;  cela  résulte  de  ce  que  dans  cette  section,  comme  dans 
la  courbe  élastique,  la  force  due  à  la  courbure  est  réciproque  au  rayon 
osculateur.  Si  le  tube  est  très  étroit,  la  surface  du  fluide  approche 
d'autant  plus  de  celle  d'un  segment  sphérique,  que  le  diamètre  du 
tube  est  plus  petit;  je  prouve  ensuite  que,  dans  divers  tubes  de  même 
matière,  ces  segments  sont  à  très  peu  près  semblables;  d'où  il  suit 
que  les  rayons  de  leurs  surfaces  sont  à  fort  peu  près  proportionnels 
aux  diamètres  des  tubes.  Cette  similitude  des  segments  sphériques 
sera  évidente,  si  l'on  considère  que  la  distance  où  l'action  du  tube 
cesse  d'être  sensible  est  imperceptible;  en  sorte  que  si,  par  le  moyen 
d'un  très  fort  microscope,  on  parvenait  à  la  faire  paraître  égale  à  i""", 
il  est  vraisemblable  que  le  même  pouvoir  amplifiant  donnerait  au 
diamètre  du  tube  une  grandeur  apparente  de  plusieurs  mètres.  La 
surface  du  tube  peut  donc  être  considérée  comme  étant  plane  à  très 
peu  près,  dans  un  rayon  égal  à  cette  distance;  le  fluide  dans  cet  inter- 
valle s'abaissera  donc  ou  s'élèvera  depuis  cette  surface,  à  très  peu  près, 
comme  si  elle  était  plane  :  au  delà  le  fluide  n'étant  plus  soumis  sensi- 
blement qu'à  la  pesanteur  et  à  son  action  sur  lui-même,  sa  surface 
sera  à  fort  peu  près  celle  d'un  segment  sphérique  dont  les  côtés  ex- 
trêmes étant  ceux  de  la  surface  aux  limites  de  la  sphère  d'activité  sen- 
sible du  tube,  seront  à  très  peu  près  également  inclinés  à  l'horizon, 
dans  les  différents  tubes;  d'où  il  suit  que  tous  ces  segments  seront  à 
fort  peu  près  semblables. 

Le  rapprochement  de  ces  résultats  donne  la  vraie  cause  de  l'ascen- 
sion ou  de  l'abaissement  des  fluides  dans  les  tubes  capillaires,  en  rai- 
son inverse  de  leurs  diamètres.  Si,  par  l'axe  d'un  tube  de  verre,  on 
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conçoit  un  canal  infiniment  étroit  qui,  se  recourbant  un  peu  au-dessous 
du  tube,  aille  aboutir  à  la  surface  plane  et  horizontale  de  l'eau  d'un 
vase  dans  lequel  l'extrémité  inférieure  du  tube  est  plongée,  l'action  de 
l'eau  du  tube  sur  ce  canal  sera  moindre,  à  raison  de  la  concavité  de 
sa  surface,  que  l'action  de  l'eau  du  vase  sur  le  même  canal;  le  fluide 
doit  donc  s'élever  dans  le  tube,  pour  compenser  cette  différence,  et 
comme  elle  est,  par  ce  qui  précède,  en  raison  inverse  du  diamètre  du 
tube,  l'élévation  du  fluide  au-dessus  de  son  niveau  doit  suivre  le 
même  rapport. 

Si  le  fluide  est  du  mercure,  sa  surface,  dans  l'intérieur  d'un  tube 
capillaire  de  verre,  est  convexe;  son  action  sur  le  canal  est  donc  plus 
forte  que  celle  du  mercure  du  vase,  et  le  fluide  doit  s'abaisser  dans  le 
tube  en  raison  de  cette  différence  et,  par  conséquent,  en  raison  in- 
verse du  diamètre  du  tube. 

Ainsi,  l'attraction  des  tubes  capillaires  n'a  d'influence  sur  l'éléva- 
tion ou  l'abaissement  des  fluides  qu'ils  renferment,  qu'en  déterminant 
l'inclinaison  des  premiers  plans  de  la  surface  du  fluide  intérieur,  ex- 
trêmement voisins  des  parois  du  tube,  inclinaison  dont  dépend  la 
concavité  ou  la  convexité  de  cette  surface  et  la  grandeur  de  son  rayon. 
Si,  par  l'effet  du  frottement  du  fluide  contre  les  parois  du  tube,  on 
augmente  ou  l'on  diminue  la  courbure,  l'effet  capillaire  augmentera 
ou  diminuera  dans  le  même  rapport. 

Il  est  intéressant  de  connaître  le  rayon  de  courbure  de  la  surface  de 
l'eau  renfermée  dans  les  tubes  capillaires  de  verre.  On  peut  y  parvenir 
au  moyen  d'une  expérience  curieuse  qui  rend  sensibles  à  la  fois  les 
effets  de  la  concavité  et  de  la  convexité  des  surfaces.  Elle  consiste  à 
enfoncer  dans  l'eau,  à  une  profondeur  connue,  un  tube  capillaire  de 
verre,  d'un  diamètre  pareillement  connu.  En  fermant  avec  le  doigt 
l'extrémité  inférieure  du  tube,  on  le  retire  de  l'eau  et  l'on  essuie  légè- 
ment  sa  surface  extérieure.  En  ôtant  le  doigt,  on  voit  l'eau  s'abaisser 
dans  le  tube  et  former  une  goutte  d'eau  sur  la  base  inférieure;  mais  la 
hauteur  de  la  colonne  est  toujours  plus  grande  que  l'élévation  de  l'eau 
dans  le  tube,  au-dessus  du  niveau.  Cet  excès  est  dû  à  l'action  de  la 
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goutte  sur  cette  colonne,  à  raison  de  sa  convexité;  et  l'on  observe 
qu'il  est  d'autant  plus  considérable  que  le  diamètre  de  la  goutte  est 
plus  petit.  La  longueur  de  la  colonne  fluide  employée  à  former  cette 
goutte  en  détermine  la  masse;  et  comme  sa  surface  est  sphérique, 
ainsi  que  celle  du  fluide  intérieur,  si  l'on  connaît  la  hauteur  du  fluide, 
au-dessus  du  sommet  de  la  goutte,  et  la  distance  de  ce  sommet  au 
plan  de  la  base  inférieure  du  tube,  il  sera  facile  d'en  conclure  les 
rayons  de  ces  deux  surfaces.  Quelques  expériences  me  portent  à  croire 
que  la  surface  du  fluide  intérieur  est  fort  approchante  de  celle  d'une 
demi-sphère. 

Clairaut  a  fait  cette  singulière  remarque  :  savoir  que,  si  la  loi  de 
l altraclion  de  la  malière  du  tube  sur  le  fluide  ne  diffère  que  par  son  in- 
tensité de  la  loi  de  l  attraction  du  fluide  sur  lui-même,  le  fluide  s'élèvera 
au-dessus  du  niveau,  tant  que  l'intensité  de  la  première  de  ces  attractions 
surpassera  la  moitié  de  l'intensité  de  la  seconde.  Si  elle  en  est  exacte- 
ment la  moitié,  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  surface  du  fluide  dans 
le  tube  sera  horizontale,  et  qu'il  no  s'élèvera  pas  au-dessus  du  niveau. 
Si  ces  deux  intensités  sont  égales,  la  surface  du  fluide  dans  le  tube 
sera  concave,  et  celle  d'une  demi-sphère;  et  il  y  aura  élévation  du 
fluide.  Si  l'intensité  de  l'attraction  du  tube  est  nulle  ou  insensible,  la 
surface  du  fluide  dans  le  tube  sera  convexe,  et  celle  d'une  demi- 
sphère;  il  y  aura  dépression  du  fluide.  Entre  ces  deux  limites,  la  sur- 
face du  fluide  sera  celle  d'un  segment  sphérique,  et  elle  sera  concave 
ou  convexe,  suivant  que  l'intensité  de  l'attraction  de  la  matière  du 
tube  sur  le  fluide  sera  plus  grande  ou  plus  petite  que  la  moitié  de 
celle  de  l'attraction  du  fluide  sur  lui-même. 

Si  l'intensité  de  l'aKraction  du  tube  sur  le  fluide  surpasse  celle  de 
l'attraction  du  fluide  sur  lui-même,  il  me  paraît  vraisemblable  qu'alors 
le  fluide,  en  s'attachant  au  tube,  formera  un  tube  intérieur  qui  seul 
élèvera  le  fluide  dont  la  surface  sera  concave,  et  celle  d'une  demi- 
sphère.  Je  présume  que  ce  cas  est  celui  de  l'eau  dans  un  tube  de 
verre. 

Après  avoir  considéré  les  fluides  terminés  par  des  surfaces  sphé- 
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riquos,  je  les  considère  terminés  par  des  surfaces  cylindriques.  Ce  cas 
est  celui  d'un  fluide  renfermé  entre  deux  plans  parallèles  très  proches 
l'un  de  l'autre  et  plongeant  par  leurs  extrémités  inférieures,  dans  un 
vase  rempli  du  même  fluide.  Je  trouve,  par  l'analyse,  que  le  fluide  doit 
s'élever  ou  s'abaisser  suivant  que  la  surface  cylindrique  du  fluide  est 
concave  ou  convexe  et  que  cette  élévation  ou  cette  dépression  suit 
encore  la  raison  inverse  de  la  distance  mutuelle  des  plans.  Je  trouve, 
de  plus,  que  l'élévation  ou  la  dépression  est  égale  à  celle  qui  aurait 
lieu  dans  un  tube  cylindrique  dont  cette  distance  serait  le  demi-dia- 
mètre intérieur.  Parvenu  à  ce  résultat  de  l'analyse,  j'ai  proposé  à 
M.  Haûy  de  le  vérifier  par  des  expériences,  et  il  l'a  trouvé  entièrement 
conforme  à  celles  qu'il  a  bien  voulu  faire  à  ma  prière.  Depuis,  en  re- 
lisant ce  que  l'on  a  écrit  sur  l'action  capillaire,  j'ai  vu  que  ces  expé- 
riences avaient  été  déjà  faites  avec  beaucoup  de  soin,  en  présence  de 
la  Société  royale  de  Londres  et  sous  les  yeux  de  Newton,  et  que  leur 
résultat  est  exactement  conforme  à  celui  de  l'analyse.  On  peut  s'en 
convaincre  par  le  passage  suivant  de  son  Optique,  Ouvrage  admirable, 
dans  lequel  ce  profond  génie  a  jeté,  en  avant  de  son  siècle,  un  grand 
nombre  de  vues  originales  que  la  Chimie  moderne  a  confirmées. 
«  Voici  (dit-il,  question  31)  quelques  expériences  de  la  même 
espèce.  Si  deux  plaques  de  verre  planes  et  polies  (supposez  deux 
pièces  d'un  miroir  bien  poli)  sont  jointes  ensemble  à  une  distance 
très  petite  l'une  de  l'autre,  leurs  côtés  étant  parallèles,  et  que  par 
leurs  extrémités  inférieures  on  les  enfonce  un  peu  dans  un  vase  plein 
d'eau;  cette  eau  montera  entre  les  deux  verres  et,  à  mesure  que  les 
plaques  seront  moins  éloignées,  l'eau  s'élèvera  à  une  plus  grande 
hauteur.  Si  leur  distance  est  environ  la  centième  partie  d'un  pouce, 
l'eau  montera  à  la  hauteur  d'un  pouce  environ,  et,  si  la  distance  est 
plus  grande  ou  plus  petite,  en  quelque  proportion  que  ce  soit,  la  hau- 
teur sera  à  peu  près  en  proportion  récipro([uc  de  la  distance Si 

l'on  trempe,  dans  une  eau  dormante,  le  bout  d'un  tuyau  do  verre  fort 
menu,  l'eau  montera  dans  le  tuyau,  à  une  hauteur  qui  sera  réciproque- 
ment proportionnelle  au  diamètre  de  la  cavité  du  tuyau,  et  égalera  la 
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hauteur  à  laquelle  elle  monte  entre  les  deux  plaques  de  verre,  si  le 
demi-diamètre  de  la  cavité  du  tuyau  est  égal  à  la  distance  qui  est  entre 
les  plaques,  ou  à  peu  près.  Du  reste,  toutes  ces  expériences  réussissent 
aussi  bien  dans  le  vide  qu'en  plein  air,  comme  on  l'a  éprouvé  en  pré- 
sence de  la  Société  royale  et,  par  conséquent,  elles  ne  dépendent  en 
aucune  manière  du  poids  ou  de  la  pression  de  l'atmosphère.  » 

Les  phénomènes  capillaires  des  plans  inclinés  et  des  tubes  coniques 
et  prismatiques  sont  autant  de  corollaires  de  mon  analyse.  Ainsi,  l'on 
observe  qu'une  petite  colonne  d'eau,  dans  un  tube  conique  ouvert  par 
ses  deux  extrémités  et  maintenu  horizontalement,  se  porte  vers  le 
sommet  du  tube,  et  l'on  voit,  par  ce  qui  précède,  que  cela  doit  être. 
En  effet,  la  surface  de  la  colonne  fluide  est  concave  à  ses  deux  extré- 
mités, mais  le  rayon  de  sa  surface  est  plus  petit  du  côté  du  sommet 
que  du  côté  de  la  base;  l'action  du  fluide  sur  lui-même  est  donc 
moindre  du  côté  du  sommet  et,  par  conséquent,  la  colonne  doit  tendre 
vers  ce  côté.  Mais  si  la  colonne  fluide  est  du  mercure,  alors  sa  sur- 
face est  convexe  et  son  rayon  est  moindre  encore  vers  le  sommet  que 
vers  la  base,  mais  à  raison  de  sa  convexité,  l'action  du  fluide  sur  lui- 
même  est  plus  grande  vers  le  sommet  et  la  colonne  doit  se  porter  vers 
la  base  du  tube. 

On  peut  balancer  cette  action  par  le  propre  poids  de  la  colonne,  et 
la  tenir  suspendue  en  équilibre,  en  inclinant  l'axe  du  tube  à  l'horizon. 
Un  calcul  fort  simple  fait  voir  que,  si  la  longueur  de  la  colonne  est  très 
petite,  le  sinus  de  l'inclinaison  de  l'axe  est  alors  à  très  peu  près  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du  milieu  de  la  colonne  au 
sommet  du  cône,  ce  qui  a  lieu  semblablement  si,  au  lieu  de  faire  mou- 
voir une  goutte  de  fluide  dans  un  tube  conique,  on  la  ftiit  mouvoir 
entre  deux  plans  qui  forment  entre  eux  un  très  petit  angle.  Ces  résul- 
tats sont  entièrement  conformes  à  l'expérience,  comme  on  peut  le  voir 
dans  XOptique  de  Newton  (question  31). 

Le  calcul  nous  apprend,  de  plus,  que  le  sinus  de  l'inclinaison  de 
l'axe  du  cône  à  l'horizon  est  alors,  à  très  peu  près,  égal  à  une  fraction 
dont  le  dénominateur  est  la  distance  du  milieu  de  la  goutte  au  sommet 
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du  cône,  et  dont  le  numérateur  est  la  liauteur  à  laquelle  le  fluide 
s'élèverait  dans  un  tube  cylindrique  dont  le  diamètre  serait  celui  du 
cône  au  milieu  de  la  colonne.  Si  deux  plans  qui  renferment  une  goutte 
du  même  fluide  forment  entre  eux  un  angle  égal  au  double  de  l'angle 
formé  par  l'axe  du  cône  et  ses  côtés,  l'inclinaison  à  l'horizon  de  la 
ligne  qui  divise  également  l'angle  formé  par  les  plans  ne  doit  être  que 
la  moitié  de  celle  de  l'axe  du  cône,  pour  que  la  goutte  reste  en  équi- 
libre. 

La  théorie  précédente  donne  encore  l'explication  et  la  mesure  d'un 
phénomène  singulier  que  présente  l'expérience.  Soit  que  le  fluide 
s'élève  ou  s'abaisse  entre  deux  plans  verticaux  et  parallèles  plongeant 
dans  ce  fluide  par  leurs  extrémités  inférieures,  ces  plans  tendent  à  se 
rapprocher.  L'analyse  nous  montre  que,  si  le  fluide  s'élève  entre  eux, 
chaque  plan  éprouve,  du  dehors  en  dedans,  une  pression  égale  à  celle 
d'une  colonne  du  même  fluide,  dont  la  hauteur  serait  la  moitié  de  la 
somme  des  élévations,  au-dessus  du  niveau,  des  points  de  contact  des 
surfaces  intérieures  et  extérieures  du  fluide  avec  le  plan,  et  dont  la 
base  serait  la  partie  du  plan  comprise  entre  les  deux  lignes  horizon- 
tales menées  par  ces  points.  Si  le  fluide  s'abaisse  entre  les  plans, 
chacun  d'eux  éprouvera  pareillement,  du  dehors  en  dedans,  une  pres- 
sion égale  à  celle  d'une  colonne  du  même  fluide,  dont  la  hauteur 
serait  la  moitié  de  la  somme  des  abaissements,  au-dessous  du  niveau, 
des  points  de  contact  des  surfaces  intérieures  et  extérieures  du  fluide 
avec  le  plan,  et  dont  la  base  serait  la  partie  du  plan  comprise  entre 
les  deux  lignes  horizontales  menées  par  ces  points. 

En  général,  si  l'on  compare  la  théorie  que  j'expose  aux  nombreuses 
expériences  des  physiciens  sur  l'action  capillaire,  on  verra  que  les 
résultats,  obtenus  dans  ces  expériences,  s'en  déduisent,  non  par  des 
considérations  vagues  et  toujours  incertaines,  mais  par  une  suite  de 
raisonnements  géométriques  qui  me  paraissent  ne  laisser  aucun  doute 
sur  la  vérité  de  celte  théorie.  Je  désire  que  cette  application  de  l'ana- 
lyse à  l'un  des  objets  les  plus  curieux  de  la  Physique  puisse  inté- 
resser les  géomètres  et  les  exciter  à  multiplier,  de  plus  en  plus,  ces 
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applications  qui  joignent,  à  l'avantage  d'assurer  les  théories  physiques, 
celui  de  perfectionner  l'analyse  elle-mênne,  en  exigeant  souvent  de 
nouveaux  artifices  de  calcul. 


NOTE. 

Les  démonstrations  des  théorèmes  précédents  seront  publiées  dans 
l'un  des  prochains  Volumes  de  l'Institut.  Voici  quelques  résultats 
d'analyse,  qui  pourront  guider  ceux  qui  voudront  parvenir  d'eux- 
mêmes  aux  principales. 

Désignons  par  çp(/)  la  loi  de  l'attraction  d'une  molécule  fluide,  sur 
une  autre  molécule  placée  à  la  distance  /;  9(/)  décroissant  avec  une 
extrême  rapidité,  lorsque /augmente,  et  étant  insensible  pour  toute 
valeur  sensible  de  /.  Désignons  ensuite  par  c  —  !!(/)  l'intégrale 
/  ^f  '^(.f)  prise  depuis  /=  o,  c  étant  la  valeur  de  cette  intégrale, 
lorsque  /  est  infini;  !!(/)  décroîtra  pareillement  avec  une  rapidité 
extrême  et  sera  encore  insensible  pour  toutes  les  valeurs  sensibles 
de/.  Désignons  encore  par  c'  —  W(f)  l'intégrale  jfdfTi{f),  c'  étant 
sa  valeur  lorsque/est  infini;  ^I'"(/)  sera  pareillement  insensible  pour 
toutes  les  valeurs  sensibles  de  /.  Enfin,  désignons  par  K  et  H  les  in- 
tégrales 2-^/ (/s 'T(s)  et  271  rsc?;;^(s)  prises  depuis  s  nul  jusqu'à  s 
infini,  u  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité.  On 
trouvera,  par  l'analyse  du  n°  12  du  second  Livre  de  la  Mécanique 
céleste  ('),  que  l'action  d'une  sphère  dont  le  rayon  est  b,  sur  le  fluide 
renfermé  dans   un  canal   infiniment  étroit,  perpendiculairement  à  la 

surface,  est  K  +  y  Par  cette  action,  j'entends  la  pression  que  le  fluide 

du  canal  exercerait  en  vertu  de  cette  action,  sur  une  base  perpendi- 
culaire à  la  direction  du  canal,  placée  dans  son  intérieur  à  une  dis- 
tance quelconque  sensible  de  la  surface  du  corps,  et  prise  pour  unité. 

(')  Œuvres  de  Laplace,  T.  I,  p.  i55. 
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Ce  serait  encore  l'expression  de  l'action  d'un  corps  terminé  par  un 
segment  sensible  d'une  sphère  dont  le  rayon  est  b;  ce  qui  résulte  de 
ce  que  l'attraction  n'est  sensible  qu'à  des  distances  insensibles.  Si  la 
surface,  au  lieu  d'être  convexe,  est  concave,  il  faut  faire  b  négatif  et 

alors  l'action  devient  K  —  ^-  Dans  le  cas  du  plan  ou  de  b  infini,  elle 
se  réduit  h  K. 

Ces  attractions  sont  du  même  genre  que  celles  dont  dépend  la  ré- 
fraction de  la  lumière  et  que  j'ai  considérées  dans  les  n"*  2  et  3  du 
dixième  Livre  de  ma  Mécanique  céleste  (').  Ce  qui  les  rend  indépen- 
dantes des  dimensions  des  corps,  c'est  qu'il  est  indifférent  de  prendre 
les  intégrales  précédentes,  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  ou  depuis  zéro 
jusqu'à  une  valeur  sensible  de  la  variable. 

Le  théorème  relatif  à  l'action  d'un  corps  quelconque,  sur  un  canal 
intérieur  infiniment  étroit  et  perpendiculaire  à  sa  surface,  se  démontre 
en  observant  qu'à  chaque  point  de  la  surface  on  peut  concevoir  un 
ellipsoïde  osculateur  qui  se  confond  avec  le  corps,  de  manière  que  la 
différence  d'action  de  ces  deux  corps  sur  le  canal  est  insensible;  et  il 
est  facile  de  prouver  que  l'action  d'un  ellipsoïde  sur  un  canal,  qui 
passe  par  l'un  de  ses  axes,  est  égale  à  la  demi-somme  des  actions  de 
deux  sphères  qui  auraient  pour  rayons  le  plus  grand  et  le  plus  petit 
des  rayons  osculateurs  de  la  surftice  de  l'ellipsoïde  à  l'extrémité  de  cet 
axe.  En  nommant  donc  b  et  b'  ces  deux  rayons,  l'action  du  corps  sera 

K^ —  (è^~v)'  Dans  le  cas  d'une  surface  cylindrique,  b  est  infini, 

tr 

et  l'action  devient  K  h r?-  La  différence  de  cette  action  et  de  celle 

■2  0' 

H 

d'un  corps  terminé  par  une  surface  plane  est  donc  —n  et,  par  con- 
séquent, la  moitié  plus  petite  que  si  la  surface  du  corps  était  sphérique 
et  d'un  rayon  égal  à  b'.  C'est  la  raison  pour  laquelle  le  fluide  s'abaisse 
ou  s'élève  entre  deux  plans  parallèles,  la  moitié  moins  que  dans  un 
tube  cylindrique  d'un  diamètre  égal  à  leur  distance. 

(  ')  OEuvres  de  Laplace,  T.  IV,  p.  235  et  suiv. 
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Dans  la  théorie  que  j'ai  donnée  de  l'action  capillaire,  j'ai  soumis  à 
l'analyse  l'attraction  de  deux  plans  verticaux  et  parallèles,  très  proches 
l'un  de  l'autre  et  plongeant  par  leurs  extrémités  inférieures  dans  un 
fluide.  J'ai  fait  voir  que,  s'ils  sont  de  même  matière,  cette  action  tend 
h  les  rapprocher,  soit  que  ces  plans  élèvent  près  d'eux  le  fluide,  comme 
des  plans  d'ivoire  plongeant  dans  l'eau,  soit  qu'ils  l'abaissent,  comme 
des  plans  de  talc  laminaire  dans  lequel  le  toucher  indique  une  sorte 
d'onctuosité  qui  l'empêche  de  se  mouiller.  Chaque  plan  éprouve  alors, 
vers  l'autre  plan,  une  pression  égale  au  poids  d'un  parallélépipède  du 
même  fluide,  dont  la  hauteur  serait  la  demi-somme  des  élévations  au- 
dessus  du  niveau,  ou  des  abaissements  au-dessous,  des  points  ex- 
trêmes de  contact  des  surfaces  intérieure  et  extérieure  du  fluide  avec 
le  plan,  et  dont  la  base  serait  la  partie  du  plan  comprise  entre  les 
deux  lignes  horizontales  menées  par  ces  points.  Ce  théorème  renferme 
la  vraie  cause  de  l'attraction  apparente  des  corps  qui  nagent  sur  un 
fluide,  lorsqu'il  s'élève  ou  s'abaisse  près  d'eux.  Mais  l'expérience  fait 
connaître  que  les  corps  se  repoussent  lorsque  le  fluide  s'élève  vers 

(')  Extrait  d'un  Mémoire,  lu  à  la  séance  de  la  première  Classe  de  l'Institut,  du  29  seji- 
lembre  1806,  par  M.  Laplace. 
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l'un  d'eux,  tandis  qu'il  s'abaisse  vers  l'autre.  Ayant  appliqué  mon 
analyse  à  ces  répulsions,  elle  m'a  conduit  aux  résultats  suivants  que 
j'ai  cru  pouvoir  intéresser  les  physiciens  géomètres  et  qui  complètent 
la  théorie  de  l'action  capillaire. 

Si  l'on  suppose  toujours  que  les  corps  sont  des  plans  verticaux  et 
parallèles,  la  section  de  la  surface  du  fluide  compris  entre  eux,  par  un 
plan  vertical  et  perpendiculaire  à  ces  plans,  a  un  point  d'inflexion, 
lorsque  les  deux  plans  sont  à  quelques  centimètres  de  distance  l'un  de 
l'autre.  En  les  rapprochant,  le  point  d'inflexion  se  rapproche  du  plan 
près  duquel  le  fluide  s'abaisse,  si  l'abaissement  du  fluide  en  contact  à 
l'extérieur  de  ce  plan  est  moindre  que  l'élévation  du  fluide  en  contact 
à  l'extérieur  de  l'autre  plan.  Dans  le  cas  contraire,  le  point  d'inflexion 
se  rapproche  de  ce  dernier  plan.  Ce  point  est  toujours  au  niveau  du 
fluide  du  vase  dans  lequel  les  plans  sont  plongés.  L'élévation  et  l'abais- 
sement du  fluide  en  contact  avec  ces  plans  sont  moindres  à  l'intérieur 
(ju'à  l'extérieur.  Dans  cet  état,  les  deux  plans  se  repoussent.  En  con- 
tinuant de  les  rapprocher,  la  répulsion  a  toujours  lieu,  tant  qu'il  y  a 
un  point  d'inflexion.  Ce  point  finit  par  coïncider  avec  l'un  des  plans. 
La  répulsion  subsiste  encore  au  delà  de  ce  terme;  mais  en  continuant 
de  rapprocher  les  plans,  cette  répulsion  devient  nulle  et  se  change  en 
attraction.  A  cet  instant,  le  fluide  est  également  élevé  à  l'intérieur  et  à 
l'extérieur  du  plan  susceptible  de  se  mouiller  :  il  est  autant  élevé  au- 
dessus  du  niveau,  à  l'intérieur  de  l'autre  plan,  qu'il  est  abaissé  au- 
dessous  à  l'extérieur.  Ainsi  la  répulsion  se  change  en  attraction  au 
même  moment  pour  l'un  et  l'autre  plan.  En  les  rapprochant  encore, 
ils  s'attirent  et  vont  se  réunir  par  un  mouvement  accéléré.  Ces  plans 
offrent  ainsi  le  phénomène  remarquable  d'une  attraction  à  de  très 
petites  distances,  qui  se  change  en  répulsion,  au  delà  d'une  certaine 
limite  :  phénomène  que  la  nature  nous  présente  dans  l'inflexion  de  la 
lumière  près  de  la  surface  des  corps  et  dans  les  attractions  électriques 
et  magnétiques.  Il  y  a  cependant  un  cas  dans  lequel  les  plans  se  re- 
poussent, quelque  petite  que  soit  leur  distance  mutuelle  :  c'est  le  cas 
où  le  fluide  s'abaisse  près  de  l'un  d'eux,  autant  qu'il  s'élève  près  de 
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l'autre.  Alors  la  surface  du  fluide  a  constamment  une  inflexion  au 
milieu  de  l'intervalle  qui  les  sépare. 

L'intégration  de  l'équation  différentielle  de  cette  surface  dépend, 
en  général,  de  la  rectification  des  sections  coniques  et,  par  consé- 
quent, il  est  impossible  de  l'obtenir  en  termes  finis.  Mais  elle  devient 
possible  lorsque  les  plans  sont  à  la  distance  où  la  répulsion  se  change 
en  attraction  :  alors  on  peut  déterminer  cette  distance,  en  fonction  de 
l'élévation  et  de  l'abaissement  du  fluide  h  l'extérieur  des  plans.  On 
trouve  ainsi  qu'elle  est  infinie,  si  le  fluide  ne  s'abaisse  qu'infiniment 
peu,  à  l'extérieur  du  plan  qui  n'est  pas  susceptible  de  se  mouiller; 
d'où  il  suit  qu'alors  les  deux  plans  ne  se  repoussent  jamais.  Cela  peut 
encore  avoir  lieu  dans  le  cas  mémo  où  le  fluide  s'abaisse  sensiblement 
à  l'extérieur  de  ce  dernier  plan;  il  suffit  pour  cela  que  le  frottement 
maintienne  le  fluide  un  peu  plus  élevé,  à  l'intérieur  du  plan,  qu'il  ne 
devrait  l'être  si  cette  cause  n'existait  pas  :  effet  analogue  à  celui  que 
l'on  observe  journellement  dans  le  baromètre,  lorsqu'il  descend.  On 
trouve  encore  par  cette  analyse  que,  si  la  surface  du  plan  susceptible 
d'être  mouillé  vient  à  s'humecter,  les  deux  plans  commenceront  à 
s'attirer  à  une  distance  très  sensible  et  plus  grande  que  celle  à  laquelle 
ils  commençaient  à  s'attirer  auparavant.  Il  n'est  donc  pas  vrai  de  dire 
qu'en  général  deux  plans,  l'un  susceptible  et  l'autre  non  susceptible 
de  se  mouiller,  se  repoussent  toujours.  Il  arrive  ici  la  même  chose  que 
relativement  à  deux  globes  qui  ont  une  électricité  du  même  genre  et 
qui  cependant  s'attirent,  lorsqu'on  fait  varier  convenablement  les  in- 
tensités respectives  de  leurs  électricités  et  leurs  distances. 

On  peut,  au  moyen  des  deux  théorèmes  suivants,  évaluer  la  tendance 
des  plans  l'un  vers  l'autre,  ou  leur  répulsion  mutuelle  : 

Quelles  que  soient  les  substances  dont  les  plans  sont  formés,  la  ten- 
dance de  chacun  d'eux  vers  l'autre  est  égale  au  poids  d'un  parallélépi- 
pède fluide  dont  la  hauteur  est  l'élévation  au-dessus  du  niveau  des  points 
extrêmes  de  contact  du  fluide  avec  le  plan  à  l'intérieur,  moins  cette 
élévation  à  l'extérieur,  dont  la  profondeur  est  la  demi-somme  de  ces 
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élévations  et  dont  la  largeur  est  celle  du  plan,  dans  le  sens  horizontal. 
On  doit  supposer  l'élévation  négative,  lorsqu'elle  se  change  en  abaisse- 
ment au-dessous  du  niveau.  Si  le  produit  des  trois  dimensions  précédentes 
est  négatif,  la  tendance  devient  répulsion. 

Lorsque  les  plans  sont  très  rapprochés,  l'élévation  du  fluide  entre  eux 
est  en  raison  inverse  de  leur  distance  mutuelle^  et  elle  est  égale  à  la  demi- 
somme  des  élévations  qui  auraient  lieu,  si  l'on  supposait  d'abord  le  pre- 
mier plan  de  la  même  matière  que  le  second,  et  ensuite  le  second,  de  la 
même  matière  que  le  premier.  On  doit  encore  observer  de  supposer  l'éléva- 
tion négative,  lorsqu'elle  se  change  en  abaissement. 

On  voit  par  ces  théorèmes  que,  en  général,  la  force  répulsive  est 
beaucoup  plus  faible  que  la  force  attractive  qui  se  développe  lorsque 
les  plans  sont  très  rapprochés,  et  qui  doit  alors  les  porter  l'un  vers 
l'autre  d'un  mouvement  accéléré.  Dans  ce  cas  l'élévation  du  fluide 
entre  les  plans  est  très  grande  relativement  à  son  élévation  près  des 
mêmes  plans  à  leur  extérieur.  En  négligeant  donc  le  carré  de  cette 
dernière  élévation,  par  rapport  au  carré  de  la  première,  le  parallélépi- 
pède fluide  dont  le  poids  exprime  la  tendance  d'un  des  plans  vers 
l'autre,  en  vertu  du  premier  des  deux  théorèmes  précédents,  sera  égal 
au  produit  du  carré  de  l'élévation  du  fluide  intérieur  par  la  demi- 
largeur  du  plan  dans  le  sens  horizontal.  Cette  élévation  étant,  par  le 
second  de  ces  théorèmes,  réciproque  à  la  distance  mutuelle  des  plans, 
le  parallélépipède  sera  proportionnel  à  la  largeur  horizontale  du  plan, 
divisée  par  le  carré  de  cette  distance.  La  tendance  des  deux  plans  l'un 
vers  l'autre  suivra  donc  la  loi  de  l'attraction  universelle,  c'est-à-dire 
qu'elle  sera  en  raison  inverse  du  carré  de  leur  dislance. 

Désirant  connaître  jusqu'à  quel  point  ces  résultats  de  ma  théorie 
étaient  conformes  à  la  nature,  j'ai  prié  M.  Ilaùy  de  faire  quelques  expé- 
riences sur  un  point  de  Physique  aussi  délicat  et  aussi  curieux.  Il  a 
bien  voulu  s'en  occuper  et  il  a  trouvé  l'analyse  entièrement  d'accord 
avec  l'expérience.  Il  a  surtout  bien  constaté  le  phénomène  singulier 
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d'une  attraction  qui  se  change  en  répulsion,  par  l'accroissement  de  la 
distance,  comme  on  le  voit  par  la  Note  suivante  qu'il  m'a  commu- 
niquée : 

«  On  a  suspendu,  à  un  fil  très  délié,  une  petite  feuille  carrée  de  talc 
laminaire,  de  manière  qu'elle  fût  plongée  dans  l'eau  par  le  bas.  On  a 
plongé  dans  la  même  eau,  à  la  distance  de  quelques  centimètres,  la 
partie  inférieure  d'un  parallélépipède  d'ivoire,  en  sorte  qu'une  de  ses 
faces  fût  parallèle  à  la  feuille  de  talc;  ensuite  on  a  fait  avancer  très 
lentement  ce  parallélépipède  vers  la  feuille  de  talc,  en  le  maintenant 
toujours  dans  une  situation  parallèle  à  cette  feuille  et  en  l'arrêtant  par 
intervalles,  afin  d'être  assuré  que  l'effet  du  mouvement  qu'il  pouvait 
imprimer  au  fluide  était  insensible  dans  l'expérience.  Alors  cette 
feuille  s'est  éloignée  du  parallélépipède,  et  lorsqu'en  continuant  de 
faire  mouvoir  celui-ci,  toujours  avec  une  extrême  lenteur,  il  n'y  a  plus 
ou  qu'une  très  petite  distance  entre  les  deux  corps,  la  feuille  de  talc 
s'est  approchée  tout  à  coup  du  parallélépipède  et  s'est  mise  en  contact 
avec  lui.  En  séparant  alors  les  deux  corps,  on  a  trouvé  le  parallélépi- 
pède mouillé  jusqu'à  une  certaine  hauteur  au-dessus  du  niveau  de 
l'eau;  en  recommençant  l'expérience  avant  de  l'avoir  essuyé,  l'attrac- 
tion a  commencé  plus  tôt,  et  quelquefois  elle  a  eu  lieu  dès  le  premier 
instant,  sans  être  précédée  d'une  répulsion  sensible.  Ces  expériences, 
répétées  plusieurs  fois  et  avec  soin,  ont  toujours  donné  les  mêmes 
résultats.  » 


~rint  Q  ff~»r 


SUR  L'ACTION  CAPILLAIRE  ^^ 


Journal  de  Physique,  t.  LXllI;  1806. 


En  considérant  sous  un  nouveau  point  de  vue  la  théorie  de  l'action 
capillaire,  je  suis  parvenu  non  seulement  à  la  simplifier  mais  encore 
à  généraliser  les  résultats  auxquels  j'avais  été  précédemment  conduit 
par  l'analyse.  Je  n'avais  déterminé  l'élévation  ou  la  dépression  des 
fluides  que  dans  les  espaces  capillaires  de  révolution  et  entre  des 
plans;  je  vais  la  déterminer  ici,  quels  que  soient  ces  espaces  et  la 
nature  des  parois  qui  les  renferment,  en  supposant  même  dans  ces 
espaces  un  nombre  quelconque  de  fluides  placés  les  uns  au-dessus  des 
autres,  et  j'en  conclurai  l'accroissement  et  la  diminution  de  poids 
que  les  corps  plongés  dans  les  fluides  éprouvcntpar  l'action  capillaire. 
La  combinaison  de  ces  résultats  avec  ceux  que  j'ai  trouvés  par  l'analyse 
m'a  donné  l'expression  exacte  des  affinités  des  différents  corps  avec  les 
fluides,  au  moyen  des  expériences  faites  sur  la  résistance  que  les 
disques  des  diverses  substances,  appliqués  à  la  surface  des  fluides, 
opposent  à  leur  séparation.  J'ose  croire  que  cela  pourra  répandre  un 
grand  jour  sur  la  théorie  des  affinités;  car  ce  que  j'avance  est  fondé  sur 
des  raisonnements  géométriques,  et  non  sur  des  considérations  vagues 
et  précaires  qu'il  faut  bannir  sévèrement  de  la  philosophie  naturelle,  h 
moins  qu'on  ne  les  présente,  ainsi  que  Newton  l'a  fait  dans  son  Optique, 
comme  de  simples  conjectures  propres  à  guider  dans  des  recherches 

(')  M.  le  professeur  de  Physique  de  l'École  Polytechnique  fait  dans  son  Cours  toutes 
les  expériences  sur  l'action  capillaire,  qu'il  est  indispensable  de  connaître  pour  entendre 
la  théorie  exposée  par  M.  La[)lace,  et  montre  l'accord  de  celte  théorie  avec  tous  les  faits 
qui  ont  été  observés  jus(|u'à  présent. 

OEiwres  de  L.  —   XIV.  3o 
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ultérieures,  mais  qui  laissent  presque  en  entier  le  mérite  de  la  décou- 
verte à  celui  qui  les  établit  solidement  par  l'observation  ou  par  l'ana- 
lyse. Je  me  propose  de  publier  incessamment,  dans  un  supplément  à 
ma  théorie  de  l'action  capillaire,  les  démonstrations  analytiques  des 
théorèmes  que  je  n'ai  fait  qu'énoncer.  J'exposerai  en  même  temps  un 
nouveau  moyen  de  parvenir  aux  équations  fondamentales  de  cette 
théorie.  Je  déduirai  de  ces  équations  les  théorèmes  généraux  que  je 
vais  présenter  ici,  en  les  démontrant  par  la  considération  directe  de 
toutes  les  forces  qui  concourent  à  la  production  des  effets  capillaires. 
Ces  démonstrations  réunissent,  à  l'avantage  d'une  extrême  simplicité, 
celui  d'éclairer  la  cause  et  le  mécanisme  de  ces  effets.  On  verra  que  les 
forces  dont  ils  dépendent  ne  s'arrêtent  point  à  la  superficie  des  fluides, 
mais  qu'elles  s'étendent  dans  tout  leur  intérieur  et  jusqu'aux  extré- 
mités des  corps  qui  y  sont  plongés;  ce  qui  établit  l'entière  identité  de 
ces  forces  avec  les  affinités. 

Si  l'on  conçoit  un  tube  quelconque  prismatique  droit,  vertical  et  plon- 
geant par  son  extrémité  inférieure  dans  un  Jluide  indéfini,  le  volume  du 
fluide  intérieur,  élevé  au-dessus  du  niveau  de  l'action  capillaire,  est  égal 
au  contour  de  la  base  intérieure  du  prisme  multiplié  par  une  constante 
qui  est  la  même  pour  tous  les  tubes  prismatiques  de  la  même  matière, 
vlongcant  dans  le  même  fluide. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  imaginons  à  l'extrémité  inférieure  du 
tube  un  second  tube  dont  les  parois  infiniment  minces  soient  le  pro- 
longement de  la  surface  intérieure  du  premier  tube  et  qui,  n'ayant 
aucune  action  sur  le  tluide,  n'empêchent  point  l'attraction  réciproque 
des  molécules  du  premier  tube  et  du  fluide.  Supposons  que  ce  second 
tube  soit  d'abord  vertical,  qu'ensuite  il  se  recourbe  horizontalement 
et  qu'enfin  il  reprenne  sa  direction  verticale,  en  conservant  dans  toute 
son  étendue  la  même  figure  et  la  même  largeur;  il  est  visible  que,  dans 
l'état  d'équilibre  du  fluide,  la  pression  doit  être  la  même  dans  les 
deux  branches  verticales  du  canal  composé  du  premier  et  du  second 
tube.  Mais  comme  il  y  a  plus  de  fluide  dans  la  première  branche  ver- 
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ticale,  formée  du  premier  tube  et  d'une  partie  du  second,  que  dans 
l'autre  branche  verticale,  il  faut  que  l'excès  de  pression  qui  en  résulte 
soit  détruit  par  les  attractions  du  prisme  et  du  fluide  sur  le  fluide  con- 
tenu dans  cette  première  branche.  Analysons  avec  soin  ces  attractions 
diverses,  considérons  d'abord  celles  qui  ont  lieu  vers  la  partie  infé- 
rieure du  premier  tube. 

Concevons  pour  cela  que  la  base  de  ce  tube  soit  horizontale  :  le 
fluide  contenu  dans  le  second  tube  sera  attiré  verticalement  vers  le  bas  : 
1°  par  lui-même;  2"  par  le  fluide  environnant  ce  second  tube.  Mais 
ces  deux  attractions  sont  détruites  par  les  attractions  semblables 
qu'éprouve  le  fluide  contenu  dans  la  seconde  branche  verticale  du 
canal,  près  de  la  surface  du  niveau  du  fluide  :  on  peut  donc  en  faire 
abstraction  ici.  Le  fluide  de  la  première  branche  verticale  du  second 
tube  sera  encore  attiré  verticalement  en  haut  par  le  fluide  du  premier 
tube;  mais  cette  attraction  sera  détruite  par  l'attraction  qu'il  exerce 
sur  ce  dernier  fluide;  on  peut  donc  encore  ici  faire  abstraction  de  ces 
deux  attractions  réciproques.  Enfin,  le  fluide  du  second  tube  sera 
attiré  verticalement  en  haut  par  le  premier  tube,  et  il  en  résultera  dans 
ce  fluide  une  force  verticale  que  nous  désignerons  par  Q  et  qui  contri- 
buera à  détruire  l'excès  de  pression  dû  à  l'élévation  du  fluide  dans  le 
premier  tube. 

Examinons  présentement  les  forces  dont  le  fluide  du  premier  tube 
est  animé.  II  éprouve,  dans  sa  partie  inférieure,  les  attractions  sui- 
vantes :  1°  il  est  attiré  par  lui-même;  mais  les  attractions  réciproques 
des  molécules  d'un  corps  ne  lui-impriment  aucun  mouvement,  s'il  est 
solide  et  l'on  peut,  sans  troubler  l'équilibre,  concevoir  le  fluide  du 
premier  tube,  consolidé;  2°  ce  fluide  est  attiré  par  le  fluide  intérieur 
du  second  tube;  mais  on  vient  de  voir  que  les  attractions  réciproques 
de  ces  deux  fluides  se  détruisent  et  qu'il  n'en  faut  point  tenir  compte; 
3°  il  est  attiré  par  le  fluide  extérieur  qui  environne  le  second  tube  et, 
de  cette  attraction,  il  résulte  une  force  verticale  dirigée  par  le  bas  et 
que  nous  désignerons  par  —  Q'.  Nous  lui  donnons  le  signe  —  pour 
indiquer  que  sa  direction  est  contraire  à  celle  de  la  force  Q.  Nous 
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observerons  ici  que  si  les  lois  d'attractions  relatives  à  la  distance  sont 
les  mêmes  pour  les  molécules  du  premier  tube  et  pour  celles  du  fluide, 
en  sorte  qu'elles  ne  diffèrent  que  par  leur  intensité,  en  nommant  p  et  p 
ces  intensités  à  volume  égal,  les  forces  Q  et  Q'  sont  proportionnelles 
à  p  et  à  p';  car  la  surface  intérieure  du  fluide  qui  environne  le  second 
tube  est  la  même  que  la  surface  intérieure  du  premier  tube  :  les  deux 
masses  ne  diffèrent  donc  que  par  leur  épaisseur.  Mais  l'attraction  des 
masses  devenant  insensible  à  des  distances  sensibles,  la  différence  de 
leurs  épaisseurs  n'en  produit  aucune  dans  leurs  attractions,  pourvu 
que  ces  épaisseurs  soient  sensibles;  4°  enfin,  le  fluide  du  premier 
tube  est  attiré  verticalement  par  ce  tube.  En  effet,  concevons  ce  fluide 
partagé  dans  une  infinité  de  petites  colonnes  verticales;  si  par  l'extré- 
mité supérieure  d'une  de  ces  colonnes  on  mène  un  plan  horizontal,  la 
partie  du  tube  inférieure  à  ce  plan  ne  produira  aucune  force  verticale 
dans  la  colonne.  Il  n'y  aura  donc  de  force  verticale  produite  que  celle 
qui  sera  due  à  la  partie  du  tube  supérieure  au  plan,  et  il  est  visible 
que  l'attraction  verticale  de  cette  partie  du  tube  sur  la  colonne  sera  la 
même  que  celle  du  tube  entier  sur  une  colonne  égale  et  semblablement 
placée  dans  le  second  tube.  La  force  verticale  entière,  produite  par 
l'attraction  du  premier  tube  sur  le  fluide  qu'il  renferme,  sera  donc 
égale  à  celle  que  produit  l'attraction  de  ce  tube  sur  le  fluide  renfermé 
dans  le  second  tube  :  cette  force  sera  donc  égale  à  Q. 

En  réunissant  toutes  les  attractions  verticales  qu'éprouve  le  fluide 
renfermé  dans  la  première  branche  verticale  du  canal,  on  aura  une 
force  verticale  dirigée  de  bas  en  haut  et  égale  à  2Q  —  Q'.  Cette  force 
doit  balancer  l'excès  de  pression  dû  au  poids  du  fluide  élevé  au- 
dessus  du  niveau.  Soient 

V  son  volume, 
D  sa  densité, 
g  la  pesanteur, 
^DV  sera  son  poids. 

On  aura  donc 

^-DV^raQ  — Q'. 
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Maintenant,  l'attraction  n'étant  sensible  qn'à  des  distances  imper- 
ceptibles, le  premier  tube  n'agit  sensiblement  que  sur  des  colonnes 
extrêmement  voisines  de  ses  parois;  on  peut  donc  faire  abstraction  de 
la  courbure  de  ces  parois  et  les  considérer  comme  étant  développées 
sur  une  surface  plane.  La  force  Q  sera  proportionnelle  à  la  largeur  de 
cette  surface,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  au  contour  de  la  base  de  la 
surface  intérieure  du  parallélépipède.  Ainsi,  en  nommant  c  ce  contour, 
on  aura 

Orrpc, 

p  étant  une  constante  proportionnelle  à  l'intensité  de  l'attraction  de  la 
matière  du  premier  tube  sur  le  fluide.  On  aura  pareillement 

o'  étant  proportionnel  à  l'intensité  de  l'attraction  du  thiide  sur  lui- 
même;  donc 

(2p-p')c 

ce  qui  est  l'expression  algébrique  du  théorème  qu'il  s'agissait  de 
démontrer. 

On  déterminera  la  constante  ^ ^  ~  ^    au  moyen  de  l'élévation  ob- 

8  " 

servée  du  fluide  dans  un  tube  cylindrique  très  étroit.  Soient  y  la  hau- 
teur à  laquelle  le  fluide  s'élève  dans  ce  tube  et  /le  rayon  du  creux  du 
tube;  en  nommant  -  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité,  on 
aura,  à  très  peu  près, 

\  =n:l-(j,         c  =  2/7t; 

l'équation  précédente  donnera  donc 


et,  par  conséquent,  on  aura 


'■P  —  P'  _.ljl 

ffl)  2 


V=^c. 
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Si  p'  surpasse  2p,  y  sera  négatif  et,  par  conséquent,  l'élévation  du 
fluide  se  changeant  en  dépression,  Y  sera  négatif. 

Nommons  A  la  hauteur  moyenne  de  toutes  les  colonnes  fluides  qui 

composent  le  volume  V  et  Z*  la  base  intérieure  du  parallélépipède, 

on  aura 

\  =  hb 

et,  par  conséquent, 

■20 

Lorsque  les  bases  des  différents  parallélépipèdes  sont  des  figures 
semblables,  elles  sont  proportionnelles  aux  carrés  de  leurs  lignes 
homologues,  et  leurs  contours  sont  proportionnels  à  ces  lignes;  les 
hauteurs  h  sont  donc  alors  réciproques  à  ces  mêmes  lignes. 

Si  les  bases  sont  des  polygones  réguliers,  elles  seront  égales  au  pro- 
duit de  leurs  contours  par  la  moitié  des  rayons  des  cercles  inscrits; 
les  hauteurs  h  sont  donc  réciproques  à  ces  rayons.  En  désignant  par  /• 
ces  rayons,  on  aura 

/• 

Ainsi,  en  supposant  deux  bases  égales,  dont  l'une  soit  un  carré  et 
dont  l'autre  soit  un  triangle  équilatéral,  les  valeurs  de  h  seront  entre 

elles  comme  2:3',  ou,  à  fort  peu  près,  comme  7  :  8. 

M.  Gellert  a  fait  quelques  expériences  sur  l'élévation  de  l'eau  dans 
des  tubes  de  verre  prismatiques,  rectangulaires  et  triangulaires  ('). 
Elles  confirment  la  loi  suivant  laquelle  les  hauteurs  sont  réciproques 
aux  lignes  homologues  des  bases  semblables.  Ce  savant  conclut  encore 
de  ses  expériences  que,  dans  des  prismes  rectangulaires  et  triangu- 
laires dont  les  bases  sont  égales,  les  élévations  du  fluide  sont  les 
mêmes;  mais  il  convient  que  cela  n'est  pas  aussi  certain  que  la  loi  des 
hauteurs  réciproques  aux  lignes  homologues  des  bases  semblables. 
En  effet,  on  vient  de  voir  qu'il  y  a  ^  de  différence  entre  les  élévations 

(  '  )  Mémoires  de  l  Académie  de  Pétersbourg,  t.  XII. 
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du  fluide  dans  deux  prismes  rectangulaires  et  triangulaires  dont  les 
bases  sont  égales,  et  dont  l'une  est  un  carré  et  l'autre  un  triangle 
équilatéral.  Les  expériences  rapportées  par  M.  Gellert  n'offrent  point 
de  données  suffisantes  pour  en  comparer  exactement  les  résultats  à  la 
théorie  précédente. 

Si  la  base  du  parallélépipède  est  un  rectangle  dont  le  grand  côté  soit 
égal  à  «  et  dont  l'autre  coté,  supposé  très  petit,  soit  égal  ii  /,  on  aura 

l/  =  al        et         c  =  2a  +  2/, 


donc 


/(  = 


/rj{2a-h  2I)  __ 


al  '  \         a 


En  négligeant  ->  eu  égard  h  l'unité,  on  aura 

h^q,  . 

conformément  à  l'expérience. 

Si  le  vase  indexai,  dans  lequel  le  parallélépipède  est  plonge,  renferme 
un  nombre  quelconque  de  fluides  placés  horizontalement  les  uns  au- 
dessus  des  autres,  l'excès  du  poids  des  fluides  contenus  dans  le  tube  sur  le 
poids  des  fluides  qu'il  eût  renfermés  sans  l'action  capillaire  est  le  même 
que  le  poids  du  fluide  qui  s'élèverait  au-dessus  du  niveau,  dans  le  cas  oit  il 
n'y  aurait  dans  le  vase  que  le  fluide  dans  lequel  plonge  l'extrémité  infé- 
rieure du  parallélépipède . 

En  effet,  l'action  du  prisme  et  de  ce  fluide  sur  le  même  fluide  ren- 
fermé dans  le  tube  est  évidemment  la  même  que  dans  ce  dernier  cas. 
Les  autres  fluides  contenus  dans  le  prisme  étant  élevés  sensiblement 
au-dessus  de  sa  base  inférieure,  le  prisme  n'a  aucune  action  sur  chacun 
d'eux  pour  les  élever  ou  pour  les  abaisser.  Quant  à  l'action  réciproque 
de  ces  fluides  les  uns  sur  les  autres,  elle  se  détruirait  évidemment  s'ils 
formaient  ensemble  une  masse  solide,  ce  que  l'on  peut  supposer  sans 
troubler  l'équilibre. 

Si  le  vase  ne  renferme  que  deu  r  fluides  dans  lesquels  le  prisme  soit  en- 
tièrement plongé,  de  manière  qu'il  plonge  dans  l'un  par  sa  partie  supé- 
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Heure  et  dans  l'autre  par  sa  partie  inférieure,  le  poids  du  fluide  inférieur 
élevé  dans  le  prisme  par  l'action  capillaire,  au-dessus  de  son  niveau  dans 
le  rase,  sera  égal  au  poids  d'un  pareil  volume  du  fluide  supérieur,  plus  au 
poids  du  fluide  inférieur  qui  s'élèverait  dans  le  prisme  au-dessus  du  ni- 
veau, s'il  n'y  avait  que  ce  fui  de  dans  le  vase,  moins  au  poids  du  fluide 
supérieur  qui  s'élèverait  dans  le  même  prisme,  au-dessus  du  niveau,  si  ce 
fluide  existait  seul  dans  le  vase. 

Pour  le  démontrer,  on  observera  que  l'action  du  prisme  sur  la  partie 
du  fluide  inférieur  qu'il  contient  est  la  même  que  si  ce  fluide  existait 
seul  dans  le  vase;  ce  fluide  est  donc,  dans  ces  deux  cas,  sollicité  verti- 
calement de  bas  en  haut  de  la  même  manière,  soit  par  l'attraction  du 
prisme,  soit  par  l'attraction  du  fluide  qui  environne  la  partie  inférieure 
du  prisme;  et  la  réunion  de  ces  attractions  équivaut  au  poids  du  vo- 
lume de  ce  fluide  qui  s'élèverait  dans  le  prisme,  au-dessus  du  niveau, 
s'il  existait  seul  dans  le  vase.  Pareillement,  le  fluide  supérieur  contenu 
dans  la  partie  supérieure  du  prisme  est  sollicité  verticalement  de  haut 
en  bas  par  l'action  du  prisme  et  du  fluide  qui  environnent  cette  partie, 
comme  il  serait  sollicité  de  bas  en  haut  par  les  mêmes  actions,  si  le 
vase  ne  renfermait  que  le  fluide  supérieur;  et  la  réunion  de  ces  actions 
équivaut  au  poids  du  fluide  supérieur  qui  s'élèverait  alors  dans  le 
prisme  au-dessus  de  son  niveau  dans  le  vase.  Enfin,  la  colonne  des 
fluides  intérieurs  au  prisme,  qui  est  au-dessus  du  niveau  du  fluide 
inférieur  dans  le  vase,  est  sollicitée  verticalement  du  haut  en  bas  par 
son  propre  poids,  et  du  bas  en  haut  par  le  poids  d'une  colonne  sem- 
blable du  fluide  supérieur.  En  réunissant  toutes  ces  forces  qui  doivent 
se  faire  équilibre,  on  aura  le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer.  On 
déterminera,  par  les  mêmes  principes,  ce  qui  doit  avoir  lieu  lorsqu'un 
prisme  creux  est  entièrement  plongé  dans  un  vase  rempli  d'un  nombre 
quelconque  de  fluides. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  la  base  inférieure  du 
prisme  horizontale;  mais  si  elle  était  inclinée  à  l'horizon,  l'action  ver- 
ticale du  prisme  sur  le  fluide  serait  toujours  la  même,  car  un  plan 
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(riinc  épaisseur  sensible,  (jui  plonge  dans  un  fluide  par  sa  partie  infé- 
rieure dont  la  surfaec  est  terminée  par  une  ligne  droite  inclinée  à 
l'horizon,  attire  ce  fluide  parallèlement  à  sa  surface,  et  perpendiculai- 
rement à  la  droite  qui  la  termine,  proportionnellement  à  la  longueur 
de  cette  ligne;  mais  cette  attraction,  décomposée  verticalement,  est 
proportionnelle  à  la  largeur  horizontale  du  plan.  De  là  il  est  fticile  de 
conclure  généralement  que,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  base  infé- 
rieure du  prisme,  son  attraction  verticale  et  celle  du  fluide  extérieur 
sur  le  fluide  qu'il  renferme  sont  les  mêmes  que  si  la  base  était  hori- 
zontale. Ainsi,  le  premier  théorème  aura  généralement  lieu,  si  l'on 
entend  par  le  contour  de  la  base  intérieure  celui  de  la  section  inté- 
rieure perpendiculaire  aux  côtés  du  prisme. 

Si  le  prisme  qui,  par  sa  partie  inférieure,  -plonge  dans  le  fluide  d'un 
rase  indéfini,  est  oblique  à  l'horizon,  le  volume  de  fluide  éleié  dans  le 
prisme  au-dessus  du  niveau  du  fluide  du  vase,  midi iplié  par  le  sinus  de 
l'inclinaison  des  côtés  du  prisme  à  l'horizon,  est  constamment  le  même, 
quelle  que  soit  cette  inclinaison. 

En  effet,  ce  produit  exprime  le  poids  du  volume  du  fluide  élevé  au- 
dessus  du  niveau,  et  décomposé  parallèlement  aux  cotés  du  prisme  : 
ce  poids,  ainsi  décomposé,  doit  balancer  l'attraction  du  prisme  et  du 
fluide  extérieur  sur  le  fluide  qu'il  renferme;  attraction  qui  est  évi- 
demment la  même,  quelle  que  soit  l'inclinaison  du  prisme  :  la  hauteur 
verticale  moyenne  du  fluide  au-dessus  du  niveau  est  donc  constamment 
la  même. 

Si  l'on  place  verticalement  un  parallélépipède  dans  un  autre  parallélé- 
pipède vertical  de  la  même  matière,  et  que  l'on  plonge  dans  un  fluide 
leurs  extrémités  inférieures;  en  nommant  V  le  volume  du  fluide  élevé  au- 
dessus  du  niveau,  dans  l'espace  compris  entre  ces  deux  parallélépipèdes, 
on  aura 

OEuvres  de  L.  —  XIV.  3l 


242  SUR  L'ACTION  CAPILLAIRE. 

c  élanl  le  contour  de  la  base  intérieure  du  plus  grand  parallélépipède,  et 
c'  étant  le  contour  de  la  base  extérieure  du  plus  petit. 

Ce  théorème  se  démontre  de  la  même  manière  que  le  premier.  Si 
les  bases  des  deux  parallélépipèdes  sont  des  polygones  semblables, 
dont  les  côtés  homologues  soient  parallèles  et  placés  à  la  même  dis- 
tance; en  nommant  /  cette  distance,  la  base  de  l'espace  que  les  deux 

parallélépipèdes  laissent   entre  eux  sera  - — - — -,  ainsi  h  étant  la 

hauteur  moyenne  du  fluide  soulevé,  on  aura 


W  —  hl 
et,  par  conséquent, 


(c-f-c') 


On  peut  déterminer  encore,  par  les  principes  précédents,  ce  qui  doit 
avoir  lieu  dans  le  cas  où  les  prismes  sont  plongés,  en  tout  ou  en 
partie,  dans  un  vase  rempli  d'un  nombre  quelconque  de  fluides,  et 
dans  le  cas  où  ces  prismes  sont  inclinés  à  l'horizon. 

Les  mêmes  choses  étant  posées  comme  dans  le  théorème  précédent,  si 
les  deux  parallélépipèdes  sont  de  différentes  matières,  en  nommant  p  pour 
le  plus  grand ,  et  p,  pour  le  plus  petit,  ce  que  nous  avons  précédemment 
désigné  par  p,  on  aura 

^-      gh      "^       gl)      '' 

en  sorte  que  si  l'on  nomme  q  et  q,  les  élévations  du  fluide,  dans  deux 
tubes  cylindriques  très  étroits  du  même  rayon  intérieur  l,  formés  respec- 
tivement de  ces  matières,  on  aura 

y  =  -l{qc-hq,c'). 

Ce  théorème  se  démontre  encore  de  la  même  manière  que  le  premier 
théorème.  On  voit  facilement  que  l'on  obtiendra,  par  les  mêmes  prin- 
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cipes,  le  volume  de  fluide  élevé  au-dessus  du  niveau,  dans  un  espace 
renfermé  par  un  nombre  quelconque  de  plans  verticaux  de  différentes 
matières. 

Il  résulte  du  théorème  précédent  que  le  volume  V  du  fluide  élevé, 
par  l'action  capillaire,  à  l'extérieur  d'un  prisme  plongeant  dans  un 
fluide  par  son  extrémité  inférieure,  est 


■  c  =  -  lac, 

c  étant  le  contour  extérieur  du  prisme.  L'augmentation  du  poids  du 
prisme,  due  à  l'action  capillaire,  est  égale  au  poids  de  ce  volume  de 
fluide.  Elle  se  change  en  diminution,  si  q  est  négatif,  et  alors  le 
prisme  est  soulevé  par  l'action  capillaire.  Si  ce  prisme  a  pour  base  un 
rectangle  très  étroit  dont  a  soit  le  grand  côté  et  /  le  petit,  en  nommant 
i  sa  hauteur,  sa  solidité  sera  ail,  et  son  contour  c  sera  2^-1-2/;  le 

volume  V  du  fluide  déprimé  par  l'action  capillaire  sera  aql{\-\ — )• 

En  nommant  donc  k  le  rapport  de  la  pesanteur  spécifique  du  prisme  à 
celle  du  fluide,  le  poids  du  prisme  sera  au  poids  du  volume  de  fluide 

déprimé  comme  ik  :  ^(i  4-  ?);  en  diminuant  donc  i  convenablement, 

on  pourra  rendre  ces  deux  poids  égaux  et  maintenir  ainsi  le  prisme  à 
la  surface  du  fluide.  On  pourra  déterminer  encore,  par  les  principes 
précédents,  la  diminution  du  poids  d'un  corps  entièrement  plongé 
dans  un  vase  rempli  de  plusieurs  fluides. 

Si  l'on  plonge  verticalement  le  bout  d'un  tube  très  étroit  dans  un 
fluide,  en  nommant  /  le  rayon  du  creux  du  tube  et  q  la  hauteur  à 
laquelle  le  fluide  y  est  élevé  au-dessus  du  niveau,  on  aura,  par  ma 
Théorie  de  l'action  capillaire  (  '  )  : 

.     COSCT 

cj  étant  l'angle  que  la  surface  du  fluide  intérieur  forme  avec  la  partie 
C)  OEuvres  de  Laplace,  t,  IV,  p.  432  et  suiv. 
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(le  la  surnicc  intérieure  du  tube,  qui  est  en  contact  avec  le  fluide. 
Lorsque  le  iluide  est  déprimé  au-dessous  du  niveau,  cet  angle  surpasse 
un  angle  droit,  et  alors  son  cosinus  devient  négatif  ainsi  que  q;  a  est 
une  constante  qui  ne  dépend  que  de  la  pesanteur  et  de  l'action  du 
tluide  sur  lui-même.  On  a.  par  ce  qui  précède, 


on  aura  donc 

la.i'y.o  —  o') 
(I)  cosro= ^:jj    '     • 

Mais  on  a  vu  dans  la  théorie  citée  que,  p  étant  nul,  cj  est  égal  à  deux 
angles  droits;  ce  que  l'on  peut  conclure  encore  de  l'analyse  que  j'expo- 
serai dans  un  supplément  à  cette  théorie,  sur  la  résistance  qu'un 
disque  circulaire  tort  largo,  appliqué  à  la  surface  d'un  fluide,  oppose 
à  sa  séparation  de  ce  fluide.  Il  résulte  de  cette  analyse  que,  i  étant  le 
rayon  du  disque  supposé  de  la  mémo  matière  que  le  tube  précédent, 
cette  résistance  est  égale  à 

or,  il  est  clair  qu'elle  doit  être  nulle,  lorsque  p  est  nul,  ou  lorsque 
le  disque  n'a  aucune  action  sur  le  fluide;  on  a  donc  alors  cos-cj  nul, 
ce  qui  donne 

et,  par  conséquent, 

cossj  =  — i; 

l'équation  (i)  donnera  ainsi 

et,  par  conséquent, 

—.  =  cos^  -ns  ; 
p  3 

l'expression  précédente  de  la  résistance  que  le  disque  oppose  à  sa  se- 
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paratioii  du  (luide,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  du  poids  nécessaire 
pour  l'enlever,  devient  ainsi  2~i*v^Dp.  Donc,  pour  des  disques  de 
même  diamètre  et  de  matières  différentes,  les  carrés  de  ces  poids,  divises 
par  les  densités  spécificpies  des  fluides,  sont  proportionnels  aux  va- 
leurs de  p.  On  peut  donc,  par  des  expériences  très  précises  sur  les 
résistances  que  les  disques  opposent  à  leur  séparation  de  la  sur- 
face des  fluides,  déterminer  leurs  attractions  respectives  sur  ces 
fluides. 

On  doit  taire  ici  deux  observations  importantes  :  la  première  est 
que  p  exprime  Taction  d'un  plan  d'une  épaisseur  sensible  sur  un  plan 
fluide  d'une  épaisseur  sensible,  et  dont  la  largeur  est  prise  pour  une 
unité,  qui  lui  est  parallèle  et  qui  le  touche  par  la  droite  qui  termine 
une  de  ses  extrémités,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  lois  d'attraction 
des  molécules  du  fluide  sur  celles  du  plan  et  sur  ses  propres  molécules, 
dans  le  cas  même  où  ces  lois  ne  seraient  pas  exprimées  par  une  même 
fonction  de  la  distance.  Mais  si  cette  fonction  est  la  même,  alors  les 
valeurs  de  p  et  de  p'  sont  proportionnelles  aux  intensités  respectives 
des  attractions,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  aux  coeiïîcients  constants 
([ui  multiplient  la  fonction  commune  de  la  distance  par  laquelle  la  loi 
de  ces  attractions  est  représentée;  mais  ces  valeurs  sont  relatives  à  des 
volumes  égaux.  Pour  le  ftiire  voir,  concevons  deux  tubes  capillaires  de 
même  diamètre  et  de  substances  différentes,  mais  dans  lesquels  un 
fluide  s'élève  à  la  même  hauteur.  Il  est  clair  que  si  l'on  prend  dans  ces 
tubes  deux  volumes  égaux  et  infiniment  petits,  semblablement  placés 
relativement  au  fluide  intérieur,  leur  action  sur  ce  fluide  sera  la 
même,  et  l'on  pourra  substituer  l'un  au  lieu  de  l'autre;  or,  pour  avoir 
leurs  attractions  à  égalité  de  masses,  il  faut  diviser  les  attractions 
des  volumes  égaux  par  les  densités  respectives;  il  faut  donc  divise)' 
les  valeurs  de  p  et  de  p'  par  les  densités  respectives  des  différents 
corps. 

La  seconde  observation  est  que  les  résultats  précédents  supposent  p 
moindre  que  p';  car  si  p  surpassait  p',  le  fluide  s'unirait  intimement 
au  disque  qu'il  touche  et  formerait  ainsi  un  nouveau  disque  dont  la 
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surface  en  contact  avec  le  fluide  serait  le  fluide  lui-même.  Mais  comme 
on  peut,  par  la  formule  précédente,  déterminer  la  résistance  qu'un 
pareil  disque  opposerait  à  sa  séparation,  on  sera  sûr  que  p  est  moindre 
que  p'  si  la  résistance  qu'un  disque  oppose  est  plus  petite  que  la  ré- 
sistance ainsi  calculée. 


DE  L'ADHÉSION 

DES 

CORPS  A  LA  SURFACE  DES  FLUIDES  '  >. 


Journal  de  Physique,  t.  LXIII;  1806. 


On  a  fait  un  grand  nombre  d'expériences  sur  l'adhésion  des  corps  à 
la  surface  des  fluides,  mais  sans  se  douter  que  cette  adhésion  était  un 
effet  de  l'action  capillaire.  M.  Thomas  Young  me  paraît  être  le  pre- 
mier qui  en  ait  fait  l'ingénieuse  remarque  (^).  En  appliquant  mon 
analyse  à  ces  expériences,  j'ai  trouvé  qu'elle  les  représente  aussi  bien 
qu'on  doit  l'attendre  d'expériences  très  délicates,  et  qui  ne  s'accordent 
pas  toujours  entre  elles.  Les  phénomènes  dus  à  l'action  capillaire 
étant  aujourd'hui  ramenés  à  une  théorie  mathématique,  il  ne  manque 
plus,  à  cette  branche  intéressante  de  la  Physique,  qu'une  suite  d'expé- 
riences exactes  dans  lesquelles  on  isole  avec  soin  tout  ce  qui  peut 
altérer  les  effets  de  cette  action.  Le  besoin  d'expériences  très  précises 
se  fait  sentir  à  mesure  que  les  sciences  se  perfectionnent.  C'est  au 
concours  des  grandes  découvertes  en  Mécanique  et  en  Analyse,  avec 
celles  du  télescope  et  du  pendule,  que  l'Astronomie  doit  ses  immenses 
progrès.  On  ne  peut  donc  trop  inviter  les  physiciens  à  donner  la  plus 
grande  précision  à  leurs  résultats  ;  comme  on  ne  peut  assez  encourager 
l'habile  artiste  qui  se  voue  à  la  perfection  des  instruments  des  sciences. 
Une  expérience  mal  faite  a  été  souvent  la  cause  de  beaucoup  d'erreurs  ; 

(')  Extrait  d'un  Mémoire,  lu  dans  la  séance  do  la  première  Classe  de  l'Inslitut,  du 
24  novembre  i8o6. 
(2)  Transactions  philosophiques,  année  i8o5. 
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au  lieu  qu'une  expérience  bien  faite  subsiste  toujours  et  devient  quel- 
quefois une  source  de  découvertes  :  on  s'appuie  sur  elle  avec  con- 
fiance; mais  le  physicien  circonspect  se  croit  obligé  de  vérifier  les 
résultats  des  observateurs  qui  n'ont  point  acquis  une  juste  réputation 
d'exactitude. 

Lorsqu'on  applique  un  disque  de  verre  sur  la  surface  de  l'eau  sta- 
gnante dans  un  vase  d'une  grande  étendue,  on  éprouve  pour  l'en  déta- 
cher une  résistance  d'autant  plus  considérable  que  la  surface  du  disque 
est  plus  grande.  En  élevant  le  disque,  on  soulève  en  même  temps,  au- 
dessus  du  niveau  du  fluide  renfermé  dans  le  vase,  une  colonne  de  ce 
fluide,  dont  la  figure  ressemble  à  celle  d'une  gorge  de  poulie.  Sa  base 
inférieure  s'étend  indéfiniment  sur  la  surface  de  niveau  :  à  mesure 
que  la  colonne  s'élève,  elle  se  rétrécit  jusqu'aux  sept  dixièmes  environ 
de  sa  hauteur;  ensuite,  elle  s'élargit  et  couvre  la  surface  du  disque 
par  sa  base  supérieure.  Pour  déterminer  son  volume  concevons,  dans 
le  plan  de  sa  plus  petite  largeur,  un  canal  intérieur,  d'abord  hori- 
zontal, se  recourbant  ensuite  verticalement  jusqu'à  la  surlace  de  ni- 
veau du  fluide  et  reprenant,  à  ce  point,  sa  direction  horizontale.  Il 
est  facile  de  voir  que,  dans  le  cas  de  la  colonne  en  équilibre,  la  force 
due  à  la  capillarité  de  sa  surface  doit  balancer  le  poids  du  fluide  ren- 
fermé dans  la  branche  verticale  du  canal.  En  élevant  le  disque  davan- 
tage, ce  poids  l'emporte  sur  la  force  capillaire,  et  la  colonne  se  détache 
du  disque.  Le  poids  de  la  colonne  d'eau  soulevée  dans  cet  état  d'équi- 
libre est  donc  la  mesure  de  la  résistance  que  l'on  éprouve  à  détacher 
le  disque.  Si  la  largeur  du  disque  est  considérable  on  trouve,  par  l'ana- 
lyse, que  ce  poids  est  égal  à  celui  d'un  cylindre  d'eau,  dont  la  base 
serait  celle  du  disque,  et  dont  la  hauteur  serait  le  produit  de  i™"'  par 
la  racine  carrée  du  nombre  de  millimètres  contenus  dans  la  hauteur  à 
laquelle  l'eau  s'élève  dans  un  tube  de  verre  de  i"""  de  diamètre,  La 
surface  de  l'eau  est  tangente  à  celle  du  disque;  mais  si  ces  deux  sur- 
faces se  coupaient,  il  faudrait  alors  multiplier  le  résultat  précédent 
par  le  cosinus  de  la  moitié  de  l'angle  aigu  qu'elles  forment  entre  elles, 
et  le  diviser  par  la  racine  carrée  du  cosinus  de  l'angle  entier. 
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Lorsque  le  fluide,  au  lieu  de  s'élever,  s'abaisse  dans  un  tube  capil- 
laire de  la  matière  du  disque,  comme  le  mercure  dans  un  tube  de 
verre;  la  colonne  soulevée  par  le  disque  n'est  plus  celle  d'une  gorge 
de  poulie  :  sa  base  inférieure  s'étend  indéfiniment  sur  la  surface  du 
disque;  mais  la  colonne  se  rétrécit  continuellement  depuis  celte  base 
jusqu'aux  points  de  son  contact  avec  le  disque.  Le  poids  de  cette  co- 
lonne, dans  l'état  d'équilibre,  est  égal  à  celui  d'un  cylindre  fluide, 
dont  la  base  serait  celle  du  disque,  et  dont  la  bauteur  serait  le  produit 
de  i""°  par  le  nombre  de  millimètres  dont  le  fluide  s'abaisse  dans  un 
tube  de  la  matière  du  disque,  dont  le  diamètre  serait  de  i™",  ce  pro- 
duit étant  multiplié  par  le  sinus  de  la  moitié  de  l'angle  aigu  que  la 
surface  du  fluide  forme  avec  le  disque  et,  de  plus,  étant  divisé  par  la 
racine  carrée  du  cosinus  de  l'angle  total. 

Tous  ces  résultats  ont  besoin  d'une  légère  correction  relative  à  la 
supposition  d'une  grande  largeur  du  disque.  Je  donne  cette  correc- 
tion qui  peut  être  négligée,  sans  erreur  sensible,  pour  les  disques  dont 
le  diamètre  est  de  3o""",  ou  au-dessus. 

Pour  comparer  les  résultats  précédents  à  l'expérience,  considérons 
un  disque  de  verre  de  loo"'™  de  diamètre.  M.  Haùy  a  observé  que 
dans  un  tube  de  verre  de  i°"°  de  diamètre  l'eau  s'élève,  au-dessus  du 
niveau,  à  la  hauteur  de  i3'"'",.jG();  d'oîi  il  est  facile  de  conclure,  au 
moyen  du  théorème  énoncé  ci-dessus,  que  la  force  nécessaire  pour 
détacher  le  disque,  de  la  surface  de  l'eau,  équivaut  à  un  poids  de 
28s,  93 1.  Suivant  les  expériences  de  M.  Achard,  cette  force  est  de 
29^,319,  ce  qui  diffère  très  peu  du  résultat  précédent.  On  a  fait 
quelques  expériences  sur  la  résistance  qu'oppose  un  disque  de  verre 
appliqué  à  la  surface  du  mercure.  Mais  pour  les  comparer  à  la  théorie, 
il  faudrait  connaître  l'angle  que  forme  la  surface  de  ce  fluide,  en  con- 
tact avec  le  verre.  Une  expérience  de  ce  genre,  faite  avec  précision, 
est  très  propre  à  déterminer  cet  angle  qui  paraît  s'élever  à  3o°  ou  40". 

Si  l'on  place,  horizontalement  l'un  sur  l'autre,  deux  disques  de 
verre,  en  laissant  entre  eux  une  couche  d'eau  très  mince,  ces  deux 
disques  adhèrent  avec  une  force  considérable.  Pour  la  déterminer,  on 

OEiwres  de  L.  —  XIV.  32 
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observera  que  le  fluide  interposé  prend  alors  la  forme  d'une  poulie,  et 
que  le  plus  petit  rayon  de  courbure  de  sa  surface  est  à  très  peu  près 
égal  à  la  moitié  de  l'épaisseur  de  la  couche.  En  négligeant  donc  ici, 
comme  on  peut  le  faire  lorsque  les  disques  sont  fort  larges,  le  plus 
grand  rayon  de  courbure,  on  trouve  la  résistance  que  les  deux  disques 
opposent  à  leur  séparation,  égale  au  poids  d'un  cylindre  d'eau  qui 
aurait  pour  base  la  surface  du  disque  et  pour  hauteur  l'élévation  de 
l'eau  entre  deux  plans  de  verre  parallèles  et  distants,  l'un  de  l'autre, 
de  l'intervalle  qui  sépare  les  disques.  M.  Guyton  de  Morveau  a  fait  une 
semblable  expérience  avec  deux  disques  de  verre  dont  le  diamètre 
était  de  81"",  21,  et  il  a  trouvé  la  résistance  à  leur  séparation,  égale 
à  25os,6.  Suivant  le  théorème  précédent,  cette  résistance  n'est  que  de 
155^,78.  La  différence  d'environ  un  tiers,  entre  ces  deux  résultats, 
tient  sans  doute,  soit  à  l'évaluation  de  l'intervalle  qui  sépare  les 
disques,  évaluation  très  délicate,  lorsqu'il  s'agit  d'aussi  petits  inter- 
valles, soit  aux  inégalités  des  surfaces  des  disques,  qu'il  est  difficile 
de  rendre  exactement  planes. 

La  suspension  des  petits  corps  à  la  surface  des  fluides  dépend  de  ce 
principe  général  :  La  diminution  du  poids  d'un  corps  plongeant  dans 
un  fluide  qui  s'abaisse  près  de  lui  par  l'action  capillaire,  est  égale  au 
poids  d'un  volume  de  fluide,  pareil  à  celui  de  la  partie  du  corps  située  au- 
dessous  du  niveau ,  plus  au  poids  du  volume  de  fluide  que  le  corps  écarte 
par  l'action  capillaire.  Si  cette  action  élève  le  fluide  au-dessus  du  niveau, 
la  diminution  du  poids  du  corps  est  alors  égale  au  poids  d'un  volume  de 
fluide,  pareil  à  la  partie  du  corps  située  au-dessous  du  niveau,  moins  le 
poids  du  fldde  soulevé  par  l'action  capillaire. 

Ce  principe  embrasse  le  principe  connu  d'hydrostatique  sur  la  dimi- 
nution du  poids  d'un  corps  plongeant  dans  un  fluide;  il  suffit  d'en 
supprimer  ce  qui  est  relatif  h  l'action  capillaire  qui  disparaît  totale- 
ment, lorsque  le  corps  est  entièiiement  plongé  dans  le  fluide,  au- 
dessous  du  niveau. 

Pour  démontrer  le  principe  que  nous  venons  d'énoncer,  considé- 
rons un  canal  vertical  assez  large  pour  embrasser  le  corps  et  tout  le 
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volume  sensible  de  fluide  qu'il  soulève,  ou  de  l'espace  qu'il  laisse  vide 
par  l'action  capillaire.  Concevons  que  ce  canal,  après  avoir  pénétré 
dans  le  fluide,  se  recourbe  horizontalement  et  qu'ensuite  il  se  relève 
verticalement,  en  conservant  dans  toute  son  étendue  la  même  largeur. 
Il  est  clair  que,  dans  le  cas  de  l'équilibre,  les  poids  contenus  dans  les 
deux  branches  verticales  de  ce  canal  doivent  être  égaux.  Il  faut  donc 
que  le  corps  par  son  poids  compense  le  vide  qu'il  produit  par  l'action 
capillaire;  ou  s'il  soulève  par  cette  action  le  fluide,  il  faut  que  par  sa 
légèreté  spécifique  il  compense  le  poids  du  fluide  élevé.  Dans  le  pre- 
mier cas,  cette  action  soulève  le  corps  qui  peut  être  par  là  maintenu  à 
la  surface,  quoique  plus  pesant  spécifiquement  que  le  fluide;  dans  le 
second  cas,  elle  tend  à  faire  plonger  le  corps  dans  le  fluide.  C'est  ainsi 
qu'un  cylindre  d'acier,  très  délié,  dont  le  contact  avec  l'eau  est  em- 
pêché soit  par  un  vernis,  soit  par  une  petite  couche  d'air  qui  l'enve- 
loppe, est  soutenu  à  la  surface  de  ce  fluide.  Si  l'on  place  ainsi  deux 
cylindres  égaux  et  parallèles,  qui  se  touchent  de  manière  qu'ils  se  dé- 
passent mutuellement,  on  observe  qu'à  l'instant  ils  glissent  l'un  sur 
l'autre,  pour  se  mettre  de  niveau  par  leurs  extrémités.  La  raison  de  ce 
phénomène  est  visible.  Le  fluide  est  plus  déprimé  par  l'action  capillaire 
des  deux  cylindres,  à  l'extrémité  de  chacun  d'eux,  qui  est  en  contact 
avec  l'autre  cylindre,  qu'à  l'extrémité  opposée.  La  base  de  cette  der- 
nière extrémité  est  donc  plus  pressée  que  l'autre  base,  puisque  le 
fluide  y  est  plus  élevé.  Chaque  cylindre  tend,  en  conséquence,  à  se 
réunir  de  plus  en  plus  avec  l'autre;  et  comme  les  forces  accélératrices 
portent  toujours  un  système  de  corps,  dérangé  de  l'état  d'équilibre,  au 
delà  de  cette  situation,  les  deux  cylindres  doivent  se  dépasser  alterna- 
tivement en  faisant  des  oscillations  qui,  diminuant  sans  cesse  par  les 
résistances  qu'elles  éprouvent,  finissent  par  être  anéanties.  Ces  cy- 
lindres, alors  parvenus  à  l'état  de  repos,  sont  de  niveau  par  leurs  ex- 
trémités. On  pourrait  déterminer  ces  oscillations  par  l'analyse,  et 
comparer  sur  ce  point  la  théorie  de  l'action  capillaire  avec  l'expé- 
rience. Ces  comparaisons  sont  la  vraie  pierre  de  touche  des  théories 
qui  ne  laissent  plus  rien  à  désirer,  lorsqu'on  peut  à  leur  moyen,  non 
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seulement  prévoir  tous  les  effets  qui  doivent  résulter  de  circonstances 

données,  mais  encore  en  déterminer  exactement  les  quantités. 

Si  l'on  considère  l'ensemble  des  phénomènes  capillaires  et  leur  dé- 
pendance du  seul  principe  d'une  attraction  entre  les  molécules  des 
corps,  décroissante  avec  une  extrême  rapidité,  il  est  impossible  de  ré- 
voquer ce  principe  en  doute.  Cette  attraction  est  la  cause  des  affinités 
chimiques  :  elle  ne  s'arrête  point  ii  la  surface  des  corps;  mais  péné- 
trant dans  leur  intérieur,  à  des  profondeurs  qui,  quoique  impercep- 
tibles à  nos  sens,  sont  très  sensibles  dans  le  jeu  des  affinités,  elle  pro- 
duit cette  influence  des  masses,  dont  M.  Berthollet  a  développé  les 
effets  d'une  manière  si  neuve  et  si  heureuse.  Combinée  avec  la  figure 
des  espaces  capillaires,  elle  donne  naissance  à  une  variété  presque  in- 
finie de  phénomènes  qui  rentrent  maintenant,  comme  les  phénomènes 
célestes,  dans  le  domaine  de  l'Analyse.  Leur  théorie  est  le  point  de 
contact  le  plus  intime  de  la  Physique  avec  la  Chimie,  deux  sciences 
qui  se  touchent  aujourd'hui  partant  de  côtés,  que  l'on  ne  peut  cultiver 
l'une  avec  un  grand  succès,  sans  avoir  approfondi  l'autre.  La  ressem- 
blance de  la  figure  des  fluides  élevés,  déprimés  ou  arrondis  par  l'action 
capillaire,  avec  les  surfaces  engendrées  par  les  courbes  connues  sous 
les  noms  de  chaînette,  de  linéaire  et  d'é/astique,  dont  les  géomètres 
s'occupèrent  à  l'origine  du  Calcul  infinitésimal,  donna  lieu  de  penser 
à  quelques  physiciens  que  les  surfaces  des  fluides  étaient  uniformé- 
ment tendues,  comme  les  surfaces  élastiques.  Segner,  qui  paraît  avoir 
eu  le  premier  cette  idée  ('),  sentit  bien  qu'elle  ne  pouvait  être  qu'une 
fiction  propre  à  représenter  les  effets  d'une  attraction  entre  les  molé- 
cules, décroissante  très  rapidement.  Cet  habile  géomètre  essaya  de 
démontrer  que  cette  attraction  devait  avoir  les  mêmes  résultats;  mais, 
en  suivant  son  raisonnement,  il  est  facile  d'en  reconnaître  l'inexacti- 
tude, et  l'on  peut  juger,  par  la  note  qui  termine  ses  recherches,  qu'il 
semble  n'en  avoir  pas  été  satisfait  lui-même.  D'autres  physiciens,  en 
reprenant  l'idée  d'une  tension   uniforme  des  surfaces  fluides,  l'ont 

(  '  )  Mémoires  de  la  Société  royale  de  Gottingue,  t.  I. 
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appliquée  à  divers  phénomènes  capillaires.  Mais  ils  n'ont  pas  été  plus 
heureux  que  Segner,  dans  l'explication  de  cette  force,  et  les  plus 
sages  se  sont  contentés  de  l'envisager  comme  un  moyen  de  repré- 
senter les  phénomènes.  En  se  livrant  h  toutes  les  conjectures  que  leur 
première  vue  fait  naître,  on  peut  rencontrer  quelques  vérités;  mais 
elles  sont  presque  toujours  mêlées  avec  beaucoup  d'erreurs,  et  leur 
découverte  n'appartient  qu'à  celui  qui,  les  séparant  de  ce  mélange, 
parvient  à  les  établir  solidement  par  l'observation  ou  par  le  calcul. 


SUR  LA  LOI 

DE    LA 

RÉFRACTION  EXTRAORDINAIRE  DE  LA  LUMIÈRE 

DANS  LES  CRISTAirX  DIAPHANES  o. 


Journal  de  Physique,  t.  LXVIII;   1809. 


La  vraif  loi  de  la  réfraction  extraordinaii'c  dans  le  cristal  d'Islande 
a  été  découverte  par  Huygens.  M.  Malus,  qui  vient  de  la  comparer  à 
un  très  grand  nombre  d'expériences  faites  avec  une  extrême  précision, 
sur  les  faces  naturelles  et  artificielles  de  ce  cristal,  a  reconnu  qu'elle 
y  satisfait  exactement,  en  sorte  qu'on  doit  la  mettre  au  rang  des  plus 
certains  comme  des  plus  beaux  résultats  de  la  Physique.  Huygens 
l'avait  déduite  d'une  manière  ingénieuse,  de  son  hypothèse  sur  la 
propagation  de  la  lumière  qu'il  concevait  formée  par  les  ondulations 
d'un  fluide  éthéré.  Ce  grand  géomètre  supposait,  dans  les  milieux 
diaphanes  ordinaires,  la  vitesse  de  ces  ondniations,  plus  petite  que 
dans  le  vide  et  la  même  dans  tous  les  sens.  11  imaginait,  dans  le  cristal 
d'Islande,  deux  espèces  d'ondulations  :  dans  l'une,  la  vitesse  est  la 
même  suivant  toutes  les  directions;  dans  l'autre,  cette  vitesse  est  va- 
riable et  représentée  par  les  rayons  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  dont 
le  centre  est  au  point  d'incidence  du  rayon  lumineux  sur  la  face  du 
cristal,  et  dont  l'axe  est  parallèle  à  l'axe  du  cristal,  c'est-ii-dire  à  la 
droite  qui  joint  les  deux  angles  solides  obtus  du  rhomboïde.  Huygens 
n'assigne  point  la  cause  de  cette  variété  d'ondulations;  et  les  singu- 

(')  Lu  à  la  première  Classe  de  l'Inslitut,  dans  sa  séance  du  3o  janvier  1S09. 
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Tiers  phénomènes  qu'offre  la  lumière,  en  passant  d'un  cristal  dans  un 
autre,  sont  inexplicables  dans  son  hypothèse.  Cela,  joint  aux  grandes 
difficultés  que  présente  la  théorie  des  ondes  de  lumière,  a  l'ait  rejeter 
par  la  plupart  des  physiciens  la  loi  de  réfraction  qu'il  y  avait  attachée. 
Mais  l'expérience  ayant  prouvé  l'exactitude  de  cette  loi  remarquable, 
on  doit  la  séparer  entièrement  des  hypothèses  qui  l'ont  fait  découvrir. 
Il  serait  bien  intéressant  de  la  rapporter,  ainsi  que  Newton  l'a  l'ait  à 
l'égard  de  la  réfraction  ordinaire,  à  des  forces  attractives  ou  répul- 
sives, dont  l'action  n'est  sensible  qu'à  des  distances  imperceptibles; 
il  est,  en  effet,  très  vraisemblable  qu'elle  en  dépend,  et  je  m'en  suis 
assuré  par  les  considérations  suivantes  : 

On  sait  que  le  principe  de  la  moindre  action  a  généralement  lieu 
dans  le  mouvement  d'un  point  soumis  à  ce  genre  de  forces.  En  appli- 
quant ce  principe  à  la  lumière,  on  peut  faire  abstraction  de  la  courbe 
insensible  qu'elle  décrit  dans  son  passage  du  vide  dans  un  milieu  dia- 
phane, et  supposer  sa  vitesse  constante,  lorsqu'elle  y  a  pénétré  d'une 
quantité  sensible.  Le  principe  de  la  moindre  action  se  réduit  donc 
alors  à  ce  que  la  lumière  parvient  d'un  point  pris  au  dehors,  à  un 
point  pris  dans  l'intérieur  du  cristal,  de  manière  que  si  l'on  ajoute  le 
produit  de  la  droite  qu'elle  décrit  au  dehors,  par  sa  vitesse  primitive, 
au  produit  de  la  droite  qu'elle  décrit  au  dedans,  par  la  vitesse  corres- 
pondante, la  somme  soit  un  minimum.  Ce  principe  donne  toujours  la 
vitesse  de  la  lumière  dans  un  milieu  diaphane,  lorsque  la  loi  de  la  ré- 
fraction est  connue;  et  réciproquement  il  donne  cette  loi,  quand  on 
connaît  la  vitesse.  Mais  une  condition  à  remplir  dans  le  cas  de  la  ré- 
fraction extraordinaire  est  que  la  vitesse  du  rayon  lumineux,  dans  le 
milieu,  soit  indépendante  de  la  manière  dont  il  y  est  entré  et  ne 
dépende  que  de  sa  position  par  rapport  à  l'axe  du  cristal,  c'est-à-dire 
de  Tangle  que  ce  rayon  forme  avec  une  ligne  parallèle  à  cet  axe.  En 
effet,  si  l'on  imagine  une  face  artificielle  perpendiculaire  à  l'axe, 
tous  les  rayons  intérieurs  également  inclinés  à  cet  axe  le  seront  éga- 
lement à  la  face  et  seront  évidemment  soumis  aux  mêmes  forces  au 
sortir  du  cristal;  tous  reprendront  leur  vitesse  primitive  dans  le  vide  : 
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la  vitesse  dans  l'intérieur  est  donc  pour  tous  la  même.  J'ai  reconnu 
que  la  loi  de  la  réfraction  extraordinaire  donnée  par  Huygens  satis- 
fait à  cette  condition,  en  même  temps  qu'au  principe  de  la  moindre 
action  ;  ce  qui  ne  laisse  aucun  lieu  de  douter  qu'elle  est  due  à  des  forces 
attractives  et  répulsives,  dont  l'action  n'est  sensible  qu'à  des  distances 
insensibles.  Une  donnée  précieuse,  pour  découvrir  leur  nature,  est 
l'expression  de  la  vitesse  h  laquelle  l'analyse  m'a  conduit,  et  qui  est 
égale  à  une  fraction  dont  le  numérateur  est  l'unité,  et  dont  le  dénomi- 
nateur est  le  rayon  de  l'ellipsoïde  suivant  lequel  la  lumière  se  dirige, 
la  vitesse  dans  le  vide  étant  prise  pour  unité.  La  vitesse  du  rayon  ot- 
dinaire,  dans  le  cristal,  est  l'unité  divisée  par  l'axe  de  révolution  de 
l'ellipsoïde;  elle  est,  par  conséquent,  plus  grande  que  celle  du  rayon 
extraordinaire  :  la  différence  des  carrés  des  deux  vitesses  étant  propor- 
tionnelle au  carré  du  sinus  de  l'angle  que  ce  dernier  rayon  forme  avec 
l'axe.  Cette  différence  représente  celle  des  actions  du  cristal,  sur  les 
deux  espèces  de  rayons.  Suivant  Huygens,  la  vitesse  du  rayon  extra- 
ordinaire, dans  le  cristal,  est  exprimée  par  le  rayon  même  de  l'ellip- 
soïde; son  hypothèse  ne  satisfait  donc  point  au  principe  de  la  moindre 
action.  Mais  il  est  remarquable  qu'elle  satisfasse  au  principe  de 
Fermât,  qui  consiste  en  ce  que  la  lumière  parvient  d'un  point  donné 
au  dehors  du  cristal  à  un  point  pris  dans  son  intérieur,  dans  le  moins 
de  temps  possible,  car  il  est  facile  de  voir  que  ce  principe  revient  à 
celui  de  la  moindre  action,  en  y  renversant  l'expression  de  la  vitesse. 
Ainsi  l'un  et  l'autre  de  ces  principes  conduisent  à  la  loi  de  la  réfraction 
extraordinaire,  découverte  par  Huygens,  pourvu  que  dans  le  prin- 
cipe de  Fermât  on  prenne,  avec  Huygens,  le  rayon  de  l'ellipsoïde  pour 
représenter  la  vitesse  et  que,  dans  le  principe  de  la  moindre  action, 
ce  rayon  représente  le  temps  employé  par  la  lumière  à  parcourir  un 
espace  déterminé  pris  pour  unité.  Si  les  axes  de  l'ellipsoïde  sont  égaux 
entre  eux,  l'ellipsoïde  devient  une  sphère,  et  la  réfraction  se  change 
en  réfraction  ordinaire  ;  ainsi  dans  ces  phénomènes  la  nature,  en  allant 
du  simple  au  composé,  fait  succéder  les  formes  elliptiques  à  la  forme 
circulaire,  comme  dans  les  mouvements  et  la  figure  des  corps  célestes. 
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Doscartes  est  le  premier  qui  ait  publié  la  vraie  loi  de  la  rélVaelidu 
ordinaire,  que  Kepler  et  d'autres  pliysieiens  avaient  iiuililenient 
eherchée.  lluygcns  affirme,  dans  sa  Dioplriqae,  qu'il  l'a  vue  présentée 
sous  une  autre  forme,  dans  un  manuscrit  de  Snellius.  qu'on  lui  a  dil 
avoir  été  communiqué  à  Descaries,  et  d'où  peut-être,  ajoutc-t-il,  ce 
dernier  a  tiré  le  rapport  constant  des  sinus  do  rélraction  et  d'inci- 
dence. Mais  cette  réclamation  tardive  d'ituygens  en  faveur  de  son 
compatriote  ne  me  paraît  pas  suffisante  pour  enlever  à  Descartes  le  mé- 
rite d'une  découverte  que  personne  ne  lui  a  contestée  de  son  vivant. 
Ce  grand  géomètre  l'a  déduite  des  deux  propositions  suivantes  :  l'une, 
que  la  \ntessc  de  la  lumière  parallèle  ii  la  surface  d'incidence  n'est  al- 
térée ni  par  la  réflexion,  ni  par  la  réfraction;  l'autre,  que  la  vitesse  est 
dilTérente  dans  les  milieux  divers,  et  plus  grande  dans  ceux  qui  réfrac- 
tent plus  la  lumière.  Descartes  en  a  conclu  que  si,  dans  le  passage  d'un 
milieu  dans  un  autre  moins  réfringent,  l'inclinaison  du  rayon  lumi- 
neux est  telle  que  l'expression  du  sinus  de  réfraction  soit  égale  ou  plus 
grande  que  le  rayon,  alors  la  réfraction  se  change  en  réflexion,  les  deux 
angles  de  réflexion  et  d'incidence  étant  égaux.  Tous  ces  résultats  sont 
conformes  à  la  nature,  comme  Newton  l'a  fait  voir  par  la  théorie  des 
forces  attractives;  mais  les  preuves  que  Descartes  en  a  données  sont 
inexactes  et  il  est  assez  remarquable  que  Huygens  et  lui  soient  par- 
venus, au  moyen  de  théories  incertaines  ou  iausses,  aux  véritables  lois 
de  la  réfraction  de  la  lumière.  Descartes  eut  à  ce  sujet,  avec  Fermât, 
une  longue  querelle,  que  les  Cartésiens  prolongèrent  après  sa  mort 
et  qui  fournit  à  Fermât  l'occasion  heureuse  d'appliquer  sa  belle  mé- 
thode de  maximis  et  minimis,  aux  expressions  radicales.  En  considé- 
rant cette  matière  sous  un  point  de  vue  métaphysique,  il  chercha  la  loi 
de  la  réfraction,  par  le  principe  (|ue  nous  avons  exposé  précédemment, 
et  il  fut  très  surpris  d'arriver  à  celle  de  Descartes.  Mais  ayant  trouvé 
que,  pour  satisfaire  à  son  principe,  la  vitesse  de  la  lumière  devait  êtr(> 
plus  petite  dans  les  înilieux  diaphanes  que  dans  le  vide,  tandis  que 
Descartes  la  supposait  plus  grande,  il  se  confirma  dans  la  pensée  que 
les  démonstrations  de  ce  grand  géomètre  étaient  fautives.  Maupertuis, 
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convaincu  par  les  raisonnements  de  Newton  de  la  vérité  des  supposi- 
tions de  Descartes,  reconnut  que  la  fonction  qui,  dans  le  mouvement 
de  la  lumière,  est  un  minimum  n'est  pas,  comme  Format  le  suppose, 
la  somme  des  quotients,  mais  celle  des  produits  des  espaces  décrits 
par  les  vitesses  correspondantes.  Ce  résultat,  étendu  à  l'intégrale  du 
produit  de  l'élément  de  l'espace  par  la  vitesse  dans  les  mouvements 
variables,  a  conduit  Euler  au  principe  de  la  moindre  action,  que  i\l.  de 
Lagrange  ensuite  a  dérivé  des  lois  primordiales  du  mouvement. 
L'usage  que  je  fais  de  ce  principe,  soit  pour  reconnaître  si  la  loi  de 
rétraction  extraordinaire  donnée  par  Huygens  dépend  de  forces 
attractives  ou  répulsives,  et  pour  l'élever  ainsi  au  rang  des  lois  rigou- 
reuses, soit  pour  déduire  réciproquement  l'une  de  l'autre  les  lois  de  la 
rétraction  et  de  la  vitesse  de  la  lumière  dans  les  milieux  diaphanes, 
m'a  paru  mériter  l'attention  des  physiciens  et  des  géomètres. 


CONSIDÉRATIONS 

SUR    LA 

THÉORIE  DES  PHÉNOMÈNES  CAPILLAIRES. 


Jounuil  tic  l'IiYsuiiie.  t.  LXXXIX;   1819. 


J'ai  donné,  dans  deux  suppléments  au  dixième  Livre  de  la  Mécanique 
céleste  ('),  une  théorie  de  ces  phénomènes,  fondée  sur  l'hypothèse 
d'attractions  entre  les  molécules  des  corps  qui  cessent  d'être  sensihies 
à  des  distances  sensibles.  Déjà  Newton,  dans  la  question  très  étendue 
qui  termine  son  Optique,  avait  attribué  à  ce  genre  d'attraction  les  phé- 
nomènes capillaires  et  tous  les  phénomènes  chimiques.  Il  avait  ainsi 
posé  les  vrais  fondements  de  la  Chimie;  mais  ses  idées,  justes  et  pro- 
fondes, ne  furent  pas  alors  mieux  comprises  que  sa  théorie  du  système 
du  monde;  elles  ont  même  été  adoptées  plus  tard  que  cette  théorie.  A 
la  vérité,  ce  géomètre  n'ayant  pas  soumis  au  calcul,  comme  il  l'avait 
fait  pour  les  lois  de  Kepler,  la  loi  principale  des  phénomènes  ca- 
pillaires, savoir  :  l'élévation  ou  la  dépression  des  liquides  dans  un  tube 
capillaire  et  cylindrique,  en  raison  inverse  de  son  diamètre,  on 
pourrait  élever  des  doutes  sur  la  cause  à  laquelle  il  attribuait  ce  phé- 
nomène général;  car  il  ne  suffit  pas,  pour  expliquer  les  ell'ets  de  la 
nature,  de  les  faire  dépendre  vaguement  d'un  principe,  il  faut  prouver 
par  le  calcul  que  ces  effets  en  sont  une  suite  nécessaire.  Personne  ne 
sentait  mieux  que  Newton  la  nécessité  de  cette  règle;  mais  il  a  sans 
doute  été  arrêté  par  les  difficultés  du  pr<ddènie  comme  à  l'égard  de 
plusieurs  points  du  système  du  monde,  (lu'il  s'élait  contenté  d'allri- 

(')  Œuvres  de  Ixiplacc,  T.  IV. 
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bucr,  sans  preuve,  à  l'attraction  universelle,  et  que  l'analyse  perfec- 
tionnée a  fait  dériver  de  ce  principe.  Clairaut  est  le  premier  qui  ait  entre- 
pris d'appliquer  l'analyse  aux  phénomènes  capillaires,  dans  son  bel 
Ouvrage  sur  la  figure  de  la  Terre  ;  il  suppose  que  les  molécules  du  verre 
et  de  l'eau  s'attirent  réciproquement  suivant  une  loi  quelconque  et, 
après  avoir  analysé  toutes  les  forces  qui  en  résultent  pour  soulever 
l'eau  dans  un  tube  de  verre,  capillaire  et  cylindrique,  il  se  contente 
d'observer,  sans  le  prouver,  qu'il  y  a  une  telle  loi  à  donner  à  l'altrac- 
iion,  qu'il  en  résulte  que  l'élévation  de  l'eau  dans  le  tube  sera  en  raison 
renversée  du  diamètre,  ainsi  que  i expérience  le  donne.  3Iais  la  difficulté 
du  problème  consiste  à  faire  voir  l'existence  de  cette  loi,  et  à  la  déter- 
miner. C'est  l'objet  que  j'ai  rempli  dans  ma  théorie  de  l'action  capil- 
laire. D'après  cette  théorie,  l'élévation  et  la  dépression  des  liquides 
dans  les  tubes  capillaires,  en  raison  inverse  du  diamètre  de  ces  tubes, 
exigent  que  l'attraction  moléculaire  soit  insensible  à  des  distances 
sensibles;  toute  loi  de  ce  genre  satisfait  à  ce  phénomène.  L'analyse  qui 
m'a  conduit  à  ce  résultat  m'a  donné  pareillement  l'explication  dos 
phénomènes  nombreux  et  variés  que  présentent  les  liquides  dans  les 
espaces  capillaires  ;  j'ai  multiplié  le  plus  qu'il  m'a  été  possible  ces 
phénomènes,  et  j'ai  trouvé  constamment  les  résultats  du  calcul  d'accord 
avec  l'expérience;  aussi  ai-jc  eu  la  satisfaction  de  voir  ma  théorie 
adoptée  par  tous  les  géomètres  qui  l'ont  approfondie.  Mes  savants 
confrères  llaûy  et  Biot  l'ont  exposée  avec  autant  do  clarté  que  d'élé- 
gance dans  leurs  traités  de  Physique,  et  un  jeune  physicien  bien  connu 
do  l'Académie,  M.  Polit,  en  a  fait  le  sujet  d'une  dissertation  intéres- 
sante. Il  fout  donc  exclure  toutes  les  lois  d'attraction,  sensibles  à  des 
distances  sensibles  et  différentes  de  la  gravitation  universelle, 
llawskboo  avait  déjà  reconnu,  par  l'expérience,  que  l'épaisseur  plus  ou 
moins  grande  des  parois  d'un  tube  capillaire  n'a  aucune  influence  sur 
l'élévation  du  liquide,  et  il  en  avait  conclu  que  l'attraction  du  tube  est 
insensible  à  une  distance  sensible;  mais  l'élévation  du  liquide,  à  rai- 
son inverso  du  diamètre  du  tube,  le  prouve  d'une  manière  beaucoup 
plus  précise. 
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Une  roniarqiie  importante  est  que  la  même  attraction  moléculaire 
agit  d'une  manière  très  ditférente  dans  les  phénomènes  chimiques  et 
dans  les  phénomènes  capillaires.  Dans  les  premiers,  elle  exerce  toute 
son  énergie;  elle  est  très  faible  dans  les  seconds  et  dépend  de  la 
courbure  des  espaces  capillaires  qui  renferment  les  liquides.  L'efl'et 
chimique  de  l'attraction  est  exprimé  par  l'intégrale  de  la  dilTérentielle 
de  la  distance,  multipliée  par  une  fonction  qui  dépend  de  cette  attrac- 
tion, et  qui  diminue  avec  une  extrême  rapidité  quand  la  distance 
augmente.  L'intégrale  du  produit  de  la  même  difTérentielle  par  la  dis- 
tance, divisée  par  le  rayon  de  courbure  de  l'espace,  exprime  l'effet 
capillaire.  Il  est  facile  d'en  conclure  que  cet  effet  est  d'un  ordre  très 
inférieur  à  celui  de  l'effet  chimique,  quand  la  distance  à  laquelle 
l'attraction  devient  insensible  est  très  petite  relativement  au  rayon  de 
courbure. 

Dans  la  nature,  les  molécules  des  corps  sont  animées  de  deux  forces 
contraires  :  leur  attraction  mutuelle  et  la  force  répulsive  de  la  chaleur. 
Quand  les  liquides  sont  placés  dans  le  vide,  ces  deux  forces  se  font  à 
très  peu  près  équilibre;  si  elles  suivaient  la  même  loi  de  variation  rela- 
tivement à  la  distance,  l'intégrale  qui  exprime  l'efTet  capillaire  serait 
insensible;  mais  si  les  lois  de  leur  variation  sont  différentes,  et  si, 
comme  cela  est  nécessaire  pour  la  stabilité  de  l'équilibre,  la  force  ré- 
pulsive de  la  chaleur  décroit  plus  rapidement  que  la  force  attractive, 
alors  l'expression  intégrale  des  effets  capillaires  est  sensible,  dans  le 
cas  même  où  l'expression  intégrale  des  effets  chimiques  devient  nulle, 
et  les  phénomènes  capillaires  ont  lieu  dans  le  vide  comme  dans  l'air, 
conformément  à  l'expérience  :  la  théorie  que  j'ai  donnée  de  ces  [)héno- 
mènes  embrasse  l'action  des  deux  forces  dont  je  viens  de  parler,  en 
prenant  pour  l'expression  intéi^rale  de  l'effet  capillaire  la  difTérence 
des  deux  intégrales  relatives  à  l'attraction  moléculaire  et  à  la  force  ré- 
pulsive de  la  chaleur,  ce  qui  répond  à  l'objection  du  savant  physicien 
M.  Young,  qui  reproche  h  cette  théorie  de  ne  point  considérer  cette 
dernière  force. 

Comment  ces  forces  attractives  et  répulsives  dont  l'action  est  si  dit- 
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fércnte  clans  les  phénomènes  chimiques  et  clans  les  phénomènes  ca- 
pillaires agissent-elles  clans  le  mouvement  des  Ii([uicles?  C'est  une 
question  que  les  vrais  géomètres  jugeront  très  dillleile.  Une  longue 
suite  d'expériences  précises  et  variées,  l'emploi  de  toutes  les  res- 
sources de  l'analyse,  et  probablement  encore  la  création  de  nouvelles 
méthodes,  seront  nécessaires  pour  cet  objet.  Après  avoir  reconnu  l'in- 
flnence  de  la  courbure  des  surfaces  dans  les  espaces  capillaires, 
j'essayai  d'appliquer  mon  analyse  au  mouvement  d'oscillation  des 
liquides  dans  les  tubes  recourbés  très  étroits.  On  conçoit,  en  cllet,  que 
dans  ce  mouvement  la  courbure  de  la  surface  du  liquide  change  sans 
cesse,  ce  qui  produit  une  force  variable  qui  tend  à  élever  ou  à  déprimer 
le  liquide,  suivant  que  la  surface  est  concave  ou  convexe.  C-ette  force  a 
sur  le  mouvement  du  liquide  une  influence  sensible  lorsque  le  tube  est 
fort  étroit  et  quand  les  oscillations  ont  peu  d'étendue.  Quelques  expé- 
riences me  paraissent  l'indiquer;  mais  le  frottement  du  liquide  contre 
les  parois  du  tube  et  la  viscosité  des  molécules  liquides,  ou  la  dilTi- 
culté  plus  ou  moins  grande  qu'elles  éprouvent  à  glisser  les  unes  sur 
les  autres,  deux  causes  qu'il  est  presque  impossible  de  soumettre  au 
calcul  et  de  combiner  avec  le  changement  de  sa  surface,  me  firent 
abandonner  cette  recherche.  L'elfet  de  ces  causes  est  remarquable, 
même  dans  les  phénomènes  capillaires,  et  l'on  doit  user  de  précau- 
tions pour  s'en  garantir.  On  l'éprouve  journellement  dans  les  observa- 
tions du  baromètre,  qu'il  faut  légèrement  agiter  pour  avoir  la  hauteur 
du  mercure  duc  à  la  seule  pression  de  l'atmosphère.  Cet  effet  s'observe 
encore  lorsque  l'eau  s'élève  dans  un  tube  de  verre  capillaire.  Newton, 
ilawskbée  et  M.  llaùy  n'ont  trouvé,  par  leurs  expériences,  que  la  moitié 
de  la  hauteur  observée  par  M.  Gay-Lussac.  Les  premiers  employaient 
des  tubes  secs,  dont  les  parois  opposaient  par  leur  frottement  et  par 
l'air  adhérent  à  leur  surface  une  résistance  sensible  à  l'ascension  de 
l'eau;  le  second,  pour  anéantir  cette  résistance,  humectait  ces  parois; 
il  obtenait  ainsi  une  hauteur  toujours  la  même  et  double  à  peu  près 
de  la  précédente. 

Le  frottement  et  la  viscosité  des  liquides  doivent  être  principalement 
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sensibles  dans  leur  écoulement  par  des  canaux  étroits;  ce  [»liénomène 
composé  ne  peut  donc  pas  nous  conduire  aux  lois  de  l'attraction  molé- 
culaire. Quand  on  veut  remonter  à  un  principe  général,  la  méthode 
philosophique  prescrit  d'en  considérer  les  effets  les  plus  simples.  Ce 
l'ut  par  les  lois  simples  du  mouvement  elliptique  que  Newton  décou- 
vrit le  principe  de  la  pesanteur  universelle,  qu'il  eût  dilïicilcment  re- 
connu dans  les  inégalités  nombreuses  et  compliquées  du  mouvement 
lunaire.  On  doit  pareillement  rechercher  les  lois  des  attractions  molé- 
culaires, en  considérant  leurs  elTets  dans  les  phénomènes  de  la  sta- 
tique chimique  et  dans  ceux  que  présente  l'équilibre  des  liquides  con- 
tenus dans  les  espaces  capillaires.  Ces  phénomènes  ne  laissent  aucun 
lieu  de  douter  que  ces  attractions  soient  insensibles  à  des  distances 
sensibles;  ils  prouvent  encore  qu'elles  s'étendent  au  delii  du  contact; 
autrement  l'expression  intégrale  des  effets  capillaires  serait  nulle,  ainsi 
que  l'influence  de  la  masse  dans  les  affinités  chimiques,  influence 
dont  M.  BerthoUet  a  si  bien  développé  les  effets  et  à  laquelle  la  théorie 
capillaire  prête  l'appui  du  calcul.  Mais  s'il  est  indispensable  d'admettre, 
entre  les  molécules  des  substances  pondérables,  des  forces  qui 
s'étendent  à  une  petite  distance  des  surfaces,  il  serait  contraire  à  tous 
les  phénomènes  de  supposer  cette  distance  appréciable.  De  pareilles 
forces  seraient  sensibles  dans  les  observations  astronomiques  et  dans 
les  expériences  du  pendule;  surtout  elles  se  seraient  manifestées  dans 
la  belle  expérience  de  Cavendish,  pour  déterminer  la  densité  de  la 
Terre.  Dans  toutes  ces  observations  très  précises,  on  n'a  reconnu  que 
les  effets  de  la  pesanteur  universelle.  Quelques  physiciens,  pour  ex- 
pliquer les  phénomènes  du  magnétisme,  avaient  introduit  des  forces 
attractives  et  répulsives,  décroissantes  comme  le  cube  de  la  distance; 
mais  Coulomb,  qui  joignait,  ii  l'art  de  faire  avec  précision  les  expé- 
riences, l'esprit  d'investigation  qui  sait  les  diriger  vers  un  but  inté- 
ressant, reconnut  que  les  forces  de  l'électricité  et  du  magnétisme 
suivent  la  nu^me  loi  que  l'attraction  universelle.  Ces  forces  présentent 
quelquefois,  par  leur  décomposition,  des  résultantes  qui  décroissent  eu 
raison  du  cube  de  la  distance,  comme  il  arrive  aux  attractions  du 
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Soleil  et  do  la  Lune  dans  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer.  Mais  si  les  phé- 
nomènes composés  qui  sont  les  effets  de  ces  résultantes  ne  convien- 
nent pas  pour  faire  découvrir  les  lois  primordiales,  ils  sont  très  propres 
à  vérifier  ces  lois,  quand  on  peut  les  soumettre  au  calcul.  Le  savant 
dont  je  viens  de  parler  avait  l'ait,  dans  cette  vue,  un  grand  nombre 
d'expériences  délicates  touchant  la  manière  dont  l'électricité  est  ré- 
pandue sur  la  surface  de  divers  globes  électrisés,  en  contact  ou  en  pré- 
sence les  uns  des  autres;  mais  les  explications  qu'il  en  a  données, 
quoique  ingénieuses,  étaient  imparfaites  et  ne  pouvaient  acquérir 
l'exactitude  désirable  qu'au  moyen  d'une  analyse  plus  profonde  que 
celle  dont  il  a  fait  usage.  Cet  objet  a  été  complètement  rempli  par 
M.  Poisson,  dans  deux  beaux  Mémoires  insérés  parmi  ceux  de  l'In- 
stitut. L'accord  de  ses  calculs  avec  les  expériences  de  Coulomb  est 
une  vérification  importante  de  la  loi  des  forces  électriques.  Ces  appli- 
cations de  la  haute  analyse  ont  le  double  avantage  de  perfectionner 
ce  puissant  instrument  de  l'esprit  humain,  et  de  nous  faire  pénétrer 
profondément  dans  la  nature  dont  les  phénomènes  sont  les  résultats 
mathématiques  d'un  petit  nombre  de  lois  générales. 
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IMÉMOIRE  SUR  LE  MOUVEMENT 


CORPS  QUI  TOMBE  D'UNE  GRANDE  HAUTEUR. 


SuUctin  (le  la  Société  philomntliique,  l.  III;  i8o3. 


Un  corps  qui  loiiibo  d'une  hauteur  considérable  s'éloigne  un  peu 
de  la  verticale,  en  vertu  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre;  cet 
écart  bien  observé  est  donc  propre  à  maniresler  ce  mouvement. 
Quoique  la  rotation  de  la  Terre  soit  maintenant  établie  avec  toute  la 
certitude  que  les  Sciences  physiques  comportent,  cependant  uiu" 
j)reuve  directe  de  ce  phénomène  doit  intéresser  les  géomètres  et  les 
astronomes.  Ils  ont  fait,  en  conséquence,  plusieurs  expériences  sur 
la  chute  des  corjjs  (|ui  tombent  d'une  grande  hauteur  et  ils  ont  en 
même  temps  donné  la  théorie  de  ce  mouvement;  mais  leurs  résultats 
présentent  de  grandes  différences.  Tous  conviennent  que  le  corps  doit 
dévier  vers  l'est  de  la  verticale,  plusieurs  pensent  qu'il  doit  à  la  l'ois 
dévier  vers  l'équateur;  d'autres,  enfin,  prétendent  que  cette  dernière 
déviation  n'aurait  point  lieu  dans  le  vide,  mais  qu'elle  doit  être  pro- 
duite par  la  résistance  de  l'air.  Au  milieu  de  ces  incertitudes,  j'ai  cru 
qu'une  analyse  exacte  de  ce  problème  serait  utile  à  ceux  qui  voudront 
comparer  sur  ce  point  la  théorie  aux  observations.  C'est  l'objet  de  ce 
]\Iénioire  dans  lequel  je  donne  la  véritable  expression  de  la  déviation 
du  corps,  en  ayant  égard  à  la  résistance  de  l'air  et  je  lais  voir  que, 
quelles  que  soient  cette  résistance  et  la  figure  de  la  Terre,  il  ne  doit 
point  y  avoir  de  déviation  vers  l'équateur. 
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]/Obsci'vatoirc  national  offre  un  puits  d'environ  "iV"  de  prolondeur. 
depuis  la  plate-forme  du  sommet  jusqu'au  fond  des  caves,  et  qui  est 
très  propre  à  ce  genre  d'expériences,  auquel  il  fut  primitivement  des- 
tiné. En  choisissant  le  moment  où  l'atmosphère  est  calme  et  en  fer- 
mant exactement  l'Observatoire,  on  évitera  l'influence  du  mouvement 
de  l'air  dont  on  se  garantirait  plus  sûrement  encore  et  très  facilement, 
au  moyen  de  quatre  tambours  adaptés  verticalement  aux  (piatre  voûtes 
que  le  puits  traverse.  J>a  déviation  du  corps  vers  l'est  serait  d'environ 
(jmm^  suivant  la  théorie.  Cette  quantité,  quoique  très  petite,  peut  être 
reconnue  par  des  expériences  très  précises  et  répétées  plusieurs  fois. 

Nommons  x,  y,  z  les  trois  coordonnées  rectangles  du  corps,  l'ori- 
gine de  ces  coordonnées  étant  au  centre  de  la  Terre  et  l'axe  des  x  étant 
l'axe  de  rotation  de  celte  planète.  Soient 

r  le  rayon  mené  de  ce  centre  au  sommet  de  la   tour  d'où  le  corps 

tombe; 
0  l'angle  que  r  forme  avec  l'axe  de  rotation  ; 
co  l'angle  que  le  plan  passant  par  r  et  par  l'axe  de  la  Terre  forme  avec 

le  plan  passant  par  le  même  axe  et  par  l'un  des  axes  principaux  de 

la  Terre,  situés  dans  le  plan  de  son  équateur  ; 
nt  le  mouvement  angulaire  de  rotation  de  la  Terre. 

En  nommant  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  sommet  de  la  tour,  on 
aura 

X  =  /•  cos  e, 

Y  ^ /•  si n  9  cos  (  «  < -i- 'il ) , 
Z  :=  r  siii9  sin{/ii -+- w); 

/;/  +  co  étant  l'angle  que  le  plan  passant  par  r  et  par  l'axe  de  la  Terre 
forme  avec  le  plan  des  x  et  des  y. 

Supposons  ensuite  que,  relativement  au  corps  dans  sa  chute,  r  se 
change  en  r  —  eus,  0  dans  0  -f-  y.u  et  co  dans  w  +  xc;  on  aura 

a:  :=  (r  —  xs)  cos((5  +  eu), 
v=  (/■  —  ai)  sin(9  -(-  ««)  cos  {nt  -i-  u  -+-  «r), 
z  ^  {r  —  ai)  sin(ô  -H  aw)  sin(«<  -I-  C.J  -t-  ai')- 
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Nommons  V  la  somme  do  toutes  les  molécules  ilu  s|iliéroï(le  ter- 
restre, divisées  par  leurs  distances  au  corps  attiré.  Ia's  forces  dont  ce 
corps  est  animé  par  l'attraction  de  ces  molécules  sont,  parallèlement 

aux  axes  des  .r,  des  y  et  des  =>  (^  )'  (^)  ^t  (777)'  (^"inme  il  résulte 
du  II"  1 1  du  secoiul  Livre  de  ma  Mécanique  céleste  (').  Pour  avoir  éi^ard 
il  la  résistance  de  l'air,  nous  pouvons  représenter  [)ar  'Uy.s,  ol-^)  l'ex- 
pression de  cette  résistance;  car  la  vitesse  du  corps,  relative  à  l'air 
considéré  comme  immobile,  étant  considérablement  plus  grande  dans 
le  sens  de  rque  dans  le  sens  perpendiculaire  à  r,  ainsi  qu'on  le  verra 

bientôt,  l'expression  de  cette  vitesse  relative  est  à  très  peu  près  a^. 
Si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité,  /■=!,  la  vitesse  relative  du 
corps  dans  le  sens  de  0  est  a^  et  dans  le  sens  de  w  elle  est  égale  à 

a-^sinO;  la  résistance  de  l'air  sera  donc 

/  ds\ 

C3    as,  a  -r  , 

I  ,.  ■  \      '     dl        di 


ds  dl 


dans  le  sens  de  /■; 


dans  le  sens  de  0; 


dans  le  sens  de  eu. 


-o(a5,  «^,  ) 


dt  I      du 


ds  '  dt 

'Jt 


ds\ 

'       '     d(l     dv    .    ^ 
•suit/, 


ch  dl 

'dt 


ds\ 
9  I  s<i-,  «—  1 

Nommons  K  le  facteur  — ^ — ^jr^^'  "^'^  •''"'"^'  P''""  '''  P'"'ncipe  des  vi- 

dl 
{')  OEiwrcs  de  Laplacc,  t.  I.  .  ,  . 
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tesscs  virtuelles, 


.     d-jc        ^     d-y        ^    d-  z 

dt-  •'    dl-  dl- 

fd\_ 
,  dx 


D--(f)-K^) 


,,  ^       dt        ,_  ^,     r/»        ,_  ,       .    „ ,     f/i' 
—  K  ûrct.-r  H-  K  oi'a!  -; — h  K  ow  sin'y«-T-, 

la  caractéristique  différentielle  o  se  rapportant  aux  coordonnées  r,  0 
et  co,  dont  a-,  y,  z  sont  fonctions.  En  substituant  pour  ce,  y,  z,  leurs 
valeurs  précédentes,  on  a,  en  négligeant  les  ternies  de  l'ordre  a-. 


or    —  a  -T— 
\  dt- 


dv    .    ,.  ,.ds\ 

id-nr-r  snrS  —  «K  -r  1 

dt  dl  I 


(>) 


,   -n  /        '''""  '^'•'     ■      r.  fi  I-  *'" 

■  o9    et -— -  —  2S(/( -r  sinScosô  +  o:K-^ 
f/i-  dt  dt 

.     ,,     d-i'    .    ^^               du         ,               ds  sinO         .,  d^^    .     . 
H-  r^  ooj  sm5   a-rv  sin  5 -+-2 an  -;-  cos9  —  aan-j haK  -r-siny 


—  ôV —  —  ô[(r  —  ai)-  sJii-(9  +  ««)]  +.  . .. 

Par  la  nature  de  l'éijuilibre  de  la  couche  d'air  dans  laquelle  le  corps 
se  trouve,  on  a 

(2)  o  =  oV-h '^•■j[(/-  — 5'..ï)-sin-(5+«")]---    ('). 

pourvu  que  la  valeur  de  cr  soit  assujettie  à  la  surlace  de  niveau  de  la 
couche.  Soit,  à  cette  surface, 

/•  ^  «  -f-  r, 

y  étant  une  fonction  de  0.  de  w  et  de  a,  a  étant  constant  pour  la  même 
couche;  l'équation  (2)  donne  ainsi 

Q  étant  supposé  égal  à  V  +  ^  [(r  —  t-s)'-  sin'(0  +  %ii)\  et  en  relran- 

(')  O/iuiTcs  de  f.aplticc,  l.  I,  p.  no. 
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chant  cette  équation  de  l'équation  (i),  on  aura 

,   /        d-s  dv  .  „„        ..  r/.ç\ 

\         dL-  dt  dt  j 

,  , .  /     d-" Il  dv    .     .         ,,  ..  du \ 

\      dL^  dl  di  / 

.    „/    d"-i'    .    ^  du        r  ds  s\nO  ,.  rfc    .    , 

-+-  /■"-  0(jy  SMiOl  X  -,—  siii5  +  2  5!/i  —  COS&  —  2xn h  otlv-r-  sinC/ 

\     dl'  dl  dl      r  dl 

-(f)[--(i)--(,l)H- 

Si  l'on  éa,alft  à  zéro  les  coefTicicnts  des  trois  variations  or,  oO  et  oco, 
et  si  l'on  observe  que  —  (7^  )  représente  la  pesanteur  que  nous  dési- 
gnerons par  g  ('),  on  aura,  en  prenant  pour  l'unité  le  rayon  r, 
ce  qu'on  peut  faire  ici  sans  erreur  sensible,  les  trois  équations  sui- 
vantes : 


d's  ()V     .     .r  1'  f/* 

dl^  dt  dl 


d-ii  dv    .     .         ^,  .^  du  fdY\ 

o  —  x-r-r  —  ■2xn  -7-sin5c0SÔ+  «K  -7-  —  ,"     -jV-    > 
dl-  dt  dl        '  \d'J  J 


d-v   .    .  du        ^  ds   .    .  di'    .    .  £;     ( dv 

—  sin9  -H  2a«-^cos9  —  2«/i-7-sin9-f-aK-j-siii9  — 


£/i-  </i  c/«  dl  s\u'J\d(xiJ 

Si  l'on  prend  la  seconde  décimale,  ou  la  cent-millième  partie  du 
jour  moyen,  pour  unité  de  temps,  n  est  le  petit  angle  décrit  dans 
une  seconde  par  la  rotation  de  la  Terre.  Cet  angle  est  extrêmement 
petit;  et  comme  aw  et  on>  sont  de  très  petites  quantités  par  rapport  à  a.v, 
on  peut  négliger,  dans  la  première  de  ces  trois  équations,  le  terme 

2an-,-sin=0;  dans  la  deuxième,  le  terme  —  2a«-7-sinO  cosO  et,  dans 
dt  dl 

la  troisième,  le  terme  2a7z-^cosO;  ce  qui  réduit  ces  trois  équations 

('  )  OEuvres  de  Laplace,  l.  II,  p.  75. 
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aux  suivantes 

d'-s  ,,  ds 

dl-  dt       ° 

d'^  u  ,-  du  dy 

dt-  dt       °  d'i 

d"-!.-    .    „  ds    .    ,  ,,d<.'..  g     l dv 

o  =  «-r-  sin9  —  2a«  -^  sin9  +  scK-r-  sin&- — ^     -r- 

f//-  f/f  dt  siii5  \(/co 

K  étant  une  fonction  de  a^  et  de  a-7->  la  première  de  ces  équations 


donne  a^  en  fonction  du  temps  t.  Si  l'on  fait  a//  =  a,v  ( -^  1,  on  satis- 


dt 


fera  à  la  deuxième  de  ces  équations;  parce  que  ^  et  f -4  j  peuvent  être 

supposés  constants  pendant  la  durée  du  mouvemeiil,  vu  la  petitesse 
de  la  hauteur  d'où  le  corps  tombe,  relativement  au  rayon  terrestre. 
Cette  manière  de  satisfaire  à  la  seconde  équation  est  la  seule  qui  con- 
vienne à  la  question  présente,  dans  laquelle  »,  -r-  sont  nuls  ainsi  que  s 

et  ^  à  l'origine  du  mouvement.  Maintenant,  si  l'on  imairine  un  fil  à 
plomb  de  la  longueur  a.s,  suspendu  au  point  d'où  le  corps  tombe,  il 
s'écartera,  au  midi  du  rayon  /•,  de  la  quantité  a^f -^  V  et,  par  consé- 
quent, de  la  quantité  aw;  le  corps  en  tombant  est  donc  toujours  sur 
les  parallèles  des  points  de  la  verticale  qui  sont  à  la  même  hauteur 
que  lui,  il  n'éprouve  ainsi  aucune  déviation  vers  le  midi  de  cette  ligne. 
Pour  intégrer  la  troisième  équation,  nous  ferons 


et  nous  aurons 


sinô  \du^j 


dU''  ^.dv'  ds    .    , 

;  —r-r  +^K— ; ?.!xn  -r-s\ni 

dt-  dt  dt 


Le  corps  s'écarte,   à  l'est  du   ravon  r,  de  la  quantité  xcsinO  ou 
-T—r  (  T- )  +  '-te',  mais  le  fil  à  plomb  s'écarte,  à  l'est  de  ce  ravon,  de  la 
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quantité  ^—p:  (-;-):  ac'  est  donc  l'écart  du  corps  à  l'osl  do  la  vcriicalc. 

Supposons  maintenant  la  résistance  de  l'air  proportionnelle  au  carré 

de  la  vitesse,  en  sorte  que  k  =  my^-r-,  m  étant  un  coelïicient(|ui  dépend 

de  la  figure  du  corps  et  de  la  densité  de  l'air,  densité  variable  à  raison 
de  l'élévation  du  corps,  mais  qui  |)eut  être  ici  supposée  constante  sans 
erreur  sensible.  On  aura 

(T-s         „      ds^ 
dt-  dC-       ° 

Four  intégrer  celle  équation,  nous  ferons 

a.ç  ^  —  loK-s  , 
m 

et  nous  aurons 

f/=.s-' 

ce  qui  donne  en  intégrant 

e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité  e(  A  cl  H 
étant  deux  arbitraires.  Pour  les  déterminer  nous  observerons  que  v.a 
doit  être  nul  lorsque  /  =^  o,  ce  qui  donne  alors 


et,  par  conséquent, 

A  +  B=:i; 

de  plus.  1-y-  doit  être  nul  avec  l.  et,  par  conséquent,  aussi  ^>  ce  qui 

donne 

\  —  B  =r  o. 

On  a  donc 

A  =  B=1 

2 

et.  par  conséquent, 

«.?=— log  (- eV"^ -)-- g- '»"«•) , 
m    ^  \i  2  y 

OEuvres,  de  L.  —  XIV.  35 
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et  en  réduisant  en  séries 


nii'-l'        ni-g^t" 


3  12  45 

Pour  déterminer  on'',  nous  observerons  que  l'on  a 

ds         I     ds' 

=<  -r  = r-T' 

dt        m  s  dt 

et  qu'ainsi  l'équation  différentielle  en  ar'  devient 

,  d'^  v'  ds'  dv'        2  H  ds'    .     . 

o  =  as'  — j—  +  CI.—, ; r-  sin  &, 

dt-  dt    dt  ni    dt 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

,  dv'         'in    .     .   ,        , 
as  —^  =  —  sinSi  +  L, 
dt         m 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Pour  la  déterminer,  nous  observerons 
que  t  étant  nul,  -^  =  o  et  qu'alors  s'  =  \,  ce  qui  donne 

C=-  —sin  9, 
m 

dv'        111  (  '  \    .     ^        f-n  (  2  \    ■    c 

dt  m     \  s  J  m    \  gly  mg  _^  g-t^  mg   ) 

En  intégrant  de  manière  que  c/.v'  soit  nul  avec  /,  on  aura 


et  en  réduisant  en  séries,  on  aura 


n^t^  &\nQ  (         niiit"-        6i       „    „  , 
4  040 


On  doit  observer,  dans  ces  expressions  de  a*  el  de  at'',  que  /  expri- 
mant un  nombre  d'unités  de  temps,  g  est  le  double  de  l'espace  que  la 
pesanteur  fait  décrire  dans  la  première  unité  de  temps;  ni  est  l'angle 
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(le  rolalion  do  la  Terre  pendant  le  nombre  t  d'unités  et  mg  est  un 
nombre  dépendant  de  la  résistance  que  l'air  oppose  au  mouvement  du 
corps. 

Pour  avoir  le  temps  de  la  cbute  et  l'écart  vers  l'est,  en  fonction  de 
la  bauteur  d'où  le  corps  est  tombé,  nommons  h  cette  hauteur.  On  aura 
par  ce  qui  précède 

d'où  l'on  tire 

t=  — ^  log-  (v/e'"''  -H  I  -+-  sje"'"-—  1  )"; 
Sjmg        2 

et  ensuite 

ai''=  — " lo2'-(  v/e"'''-i-  I  -f-  i/e'"''—  i)""  —  2  arc  tanef  1    sinô. 

La  hauteur  /i  étant  donnée,  l'observation  du  temps  /  donnera  la 
valeur  de  m  et  l'on  en  conclura  a/  ou  la  déviation  du  corps  vers  l'est 
de  la  verticale.  L'accord  de  ce  résultat  avec  l'expérience  manifestera 
le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre.  On  pourra  encore  déterminer  nt 
par  la  figure  et  la  densité  du  corps  et  par  les  expériences  déjà  faites 
sur  la  résistance  de  l'air. 

Dans  le  vide  ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  le  cas  de  m  infini- 
inciit  petit,  on  a 

0  est  à  fort  peu  près  le  complément  de  la  latitude  du  lieu  et,  pour  Paris, 
on  peut  supposer  6  =  4i°9'4tJ'.  "  est  l'angle  de  rotation  de  la  Terre 
pendant  une  unité  de  temps.  Si  l'on  prend  pour  cette  unité  la  cent- 
millième  partie  du  jour,  on  aura 


99  7?7 


parce  que  la  durée  de  la  rotation  de  la  Terre  est  «''""',99727;  on  a 
ensuite  à  Paris 

-^  =  3",  66 107. 
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En  supposant  donc  h  =  54'".  on  trouve 

«(■':=  5"'™, 7337    ('). 


Additions  du   Rédacteur. 

M.  Guglielniini  parait  cire  le  premier  qui  ail  éveillé  sur  ces  objets 
l'attention  des  astronomes  et  des  géomètres,  par  des  expériences  qu'il 
lit  en  1791,  et  dont  le  C.  Lalande  a  rendu  compte  dans  le  Magasin  en- 
cyclopédique. En  faisant  tomber  des  corps  d'une  bauteur  de  2/11  pieds, 
il  trouva  à  l'est  de  la  verticale  une  déviation  de  8  lignes  et  une  de 
5  lignes  vers  le  sud,  et  ces  résultats  furent  conformes  à  la  théorie  qu'il 
s'était  faite.  Ces  expériences  ont  été  répétées  l'année  dernière  à 
Hambourg,  par  M.  Henzenberg,  qui  a  communiqué  ses  résultats  au 
(1.  Laplace. 

M.  Menzenberg,  faisant  tomberdes  corps  d'une  hauteur  de  235  pieds 
lie  Paris,  trouva  que  leur  déviation  à  l'est  était  de  4  lignes,  et  il  en 
observa  aussi  une  au  sud,  mais  de  i,5  ligne  seulement.  Cette  dernière, 
(jue  la  théorie  du  C.  Laplace  n'explique  pas,  tient  peut-être  à  des  cir- 
constances météorologiques. 

La  latitude  de  Hambourg  étant  de  53°36',  on  a 

9  =  36°  24', 

puis 

h  =  235  =:  76"',  337. 

Avec  ces  données  on  trouve,  par  la  formule  du  C.  Laplace.  en  ne 
tenant  pas  compte  de  la  résistance  de  l'air,   une  déviation  à  l'est  de 

(,'  )  Pour  effectuer  ce  calrul,  il  f.iiii  observer  que  le  numérateur  de  «  est  la  circonfé- 
rence du  cercle,  exprimée  en  secondes  sexagésimales,  et  doit  être  converti  en  parties 
du  rayon,  en  le  divisant  par  l'arc  égal  au  rayon,  arc  dont  le  logarithme  est  5,3i442âi. 

Lo  C.  Laplace  n'a  pas  tenu  compte  ici  de  la  résistance  de  l'air,  parce  que  son  influence 
sur  les  balles  de  plomb  d'un  petit  diamètre,  avec  lesquelles  on  fait  les  expériences,  est 
tré«  [)Ctite.  (  Note  du  R.) 
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8""", 79  ou  oiiviroii  3,()  lignes  ilii  pii'il  (|(^  l';iris,  icsiillal  qui  s'jicconlc 
à  -^  de  ligne  avec  l'observation  lIc  .M.  llcnzeiilpi'i'-. 

.M.  Guglielmini  a  écrit  au  (1.  Lalandc,  en  i7<)7,  i|irii  avait  reconnu 
qu'il  ne  devait  point  y  avoir  de  déviation  au  sud.  cl  il  a  l'ail,  en  consé- 
quence, de  nouvelles  expériences,  mais  doni  les  résnilals  ne  nous 
sont  pas  parvenus.  L.  C. 


MEMOIRE 

SUR 

LA  DOUBLE  RÉFRACTION  DE  LA  LUMIÈRE 

DANS  LES  CRISTAUX  DIAPHANES  o. 


Bulletin  de  la  Société  philomatliiqiie,  I.  I;  i8oS. 


La  lumière,  en  passant  do  l'air  dans  un  milieu  diaphane  non  cris- 
tallisé, se  réfracte  de  manière  que  les  sinus  de  réfraction  et  d'inci- 
dence sont  constamment  dans  le  même  rapport;  mais  lorsqu'elle  tra- 
verse la  plupart  des  cristaux  diaphanes,  elle  présente  un  singulier 
phénomène,  qui  fut  d'abord  observé  dans  le  cristal  d'Islande,  où  il  est 
très  sensible. 

Un  rayon  lumineux,  qui  tombe  perpendiculairement  sur  une  des 
faces  naturelles  de  ce  cristal,  se  divise  en  deux  parties  :  l'une  traverse 
le  cristal  sans  changer  de  direction;  l'autre  s'en  écarte  dans  un  plan 
parallèle  au  plan  mené  perpendiculairement  à  la  face,  par  l'axe  du 
cristal,  c'est-à-dire  par  la  ligne  qui  joint  les  sommets  de  ses  deux 
angles  solides  obtus.  Cette  division  du  rayon  a  généralement  lieu  rela- 
tivement à  une  face  quelconque  naturelle  ou  artificielle,  et  quel  que 
soit  l'angle  d'incidence  :  une  partie  suit  la  loi  de  la  réfraction  ordi- 
naire; l'autre  partie  suit  une  loi  de  réfraction  extraordinaire  reconnue 
par  Huygens  et  qui,  considérée  comme  un  résultat  de  l'expérience, 
peut  être  mise  au  rang  des  plus  belles  découvertes  de  ce  rare  génie. 

(')  roir  le  développement  de  ce  Mémoire  dans  les  Œuvres  de  Laplace,  T.  XII,  p.  267. 
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Il  y  fut  conduit  par  la  manière  dont  il  envisageait  la  propagation  de  la 
lumière  qu'il  supposait  iorniép  par  les  ondulations  d'un  fluide  èthéré. 
Dans  les  milieux  diaphanes  ordinaires,  la  vitesse  de  ces  ondes  était, 
suivant  lui,  plus  petite  que  dans  le  vide  et  la  même  dans  tous  les  sens. 
Mais  il  imaginait  dans  le  cristal  d'Islande  deux  espèces  d'ondulations  : 
dans  l'une,  la  vitesse  était  la  même  suivant  toutes  les  directions, 
comme  dans  les  milieux  ordinaires;  dans  l'autre,  cette  vitesse  était 
variable  et  représentée  par  les  rayons  d'un  ellipsoïde  de  révolution 
aplati,  dont  le  centre  serait  au  point  d'incidence  du  rayon  lumineux 
sur  la  face  du  cristal,  et  dont  l'axe  serait  parallèle  à  l'axe  du  cristal. 
Huygens  avait  encore  reconnu  que,  pour  satisfaire  à  l'expérience,  il 
fallait  représenter  la  vitesse  des  ondulations  relatives  à  la  réfraction 
ordinaire,  par  le  demi-petit  axe  de  l'ellipsoïde;  ce  qui  lie  d'une  manière 
très  remarquable  les  deux  réfractions,  ordinaire  ai  extraordinaire,  (^c 
grand  géomètre  n'assignait  point  la  cause  de  celte  variété  d'ondula- 
tions; et  le  singulier  phénomène  qu'offre  la  lumière  en  passant  d'un 
cristal  dans  un  autre,  et  dont  nous  parlerons  à  la  fin  de  ce  Mémoire, 
est  inexplicable  dans  son  hypothèse.  Cela,  joint  aux  grandes  difficultés 
que  présente  la  théorie  des  ondes  de  lumière,  a  fait  rejeter,  par  Newton 
et  la  plupart  des  physiciens  qui  l'ont  suivi,  la  loi  de  réfraction 
qu'Huygens  y  avait  attachée.  Mais  M.  Malus  ayant  prouvé,  par  un 
grand  nombre  d'expériences  très  précises,  l'exactitude  de  cette  loi,  on 
doit  la  séparer  entièrement  des  hypothèses  qui  l'ont  fait  découvrir.  Il 
serait  bien  intéressant  de  la  rapporter,  ainsi  que  Newton  l'a  fait  ii 
l'égard  de  la  réfraction  ordinaire,  à  des  forces  attractives  ou  répulsives, 
dont  l'action  n'est  sensible  qu'à  des  distances  insensibles.  Il  est,  en 
effet,  très  vraisemblable  qu'elle  en  dépend,  et  je  m'en  suis  assuré  par 
les  considérations  suivantes  : 

Le  principe  de  la  moindre  action  a  généralement  lieu  dans  le  mou- 
vement d'un  point  soumis  à  ce  genre  de  forces.  En  appliquant  ce  prin- 
cipe à  la  lumière,  on  peut  faire  abstraction  de  la  courbe  insensibli 
qu'elle  décrit  dans  son  passage  du  vide  dans  un  milieu  diaphane,  et 
supposer  sa  vitesse  constante,  lorsqu'elle  y  a  pénétré  d'une  quantité 
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sensible.  Le  principe  de  la  moindre  action  se  réduit  donc  alors  k  ce 
que  la  lumière  parvient,  d'un  point  pris  au  dehors,  à  un  point  pris 
dans  l'intérieur  du  cristal,  de  manière  que  si  l'on  ajoute  le  produit  de 
la  droite  qu'elle  décrit  au  dehors,  par  sa  vitesse  primitive,  au  produit 
de  la  droite  qu'elle  décrit  au  dedans,  par  sa  vitesse  correspondante,  la 
somme  soit  un  minimum.  Ce  principe  donne  toujours  la  vitesse  de  la 
lumière  dans  un  milieu  diaphane,  lorsque  la  loi  de  la  réfraction  est 
connue;  et  réciproquement  il  donne  cette  loi,  quand  on  connaît  la 
vitesse.  Mais  une  condition  à  remplir  dans  le  cas  de  la  réfraction  ex- 
traordinaire est  que  la  vitesse  du  rayon  lumineux  dans  le  cristal  soit 
indépendante  de  la  manière  dont  il  y  est  entré  et  ne  dépende  que  de  sa 
position  par  rapport  à  l'axe  du  cristal,  c'est-à-dire  de  l'angle  que  ce 
rayon  forme  avec  une  ligne  parallèle  à  l'axe.  En  effet,  si  l'on  imagine 
une  face  artificielle  perpendiculaire  à  l'axe,  tous  les  rayons  intérieurs 
pvtraordinaires,  également  inclinés  à  cet  axe,  le  seront  également  à  la 
face  et  seront  évidemment  soumis  aux  mêmes  forces  au  sortir  du 
cristal  :  tous  reprendront  leur  vitesse  primitive  dans  le  vide;  la  vitesse 
dans  l'intérieur  est  donc  pour  tous  la  même.  .T'ai  reconnu  que  la  loi  de 
réfraction  extraordinaire  donnée  par  Huygens  satisfait  à  cette  condi- 
tion ainsi  qu'au  principe  de  la  moindre  action;  ce  qui  ne  laisse  aucun 
lieu  de  douter  qu'elle  est  due  à  des  forces  attractives  et  répulsives, 
dont  l'action  n'est  sensible  qu'à  des  distances  insensibles.  Jusqu'alors 
on  ne  pouvait  la  considérer  que  comme  étant  approchée  dans  des  li- 
mites moindres  que  les  erreurs  inévitables  de  l'expérience;  main- 
tenant, on  doit  la  considérer  comme  une  loi  rigoureuse. 

Une  donnée  précieuse,  pour  découvrir  la  nature  des  forces  qui  la 
produisent,  est  l'expression  de  la  vitesse  à  laquelle  l'analyse  m'a  con- 
duit et  que  je  trouve  égale  à  une  fraction  dont  le  numéraleurest  l'unité 
et  dont  le  dénominateur  est  le  rayon  de  l'ellipsoïde  précédent,  suivant 
lequel  la  lumière  se  dirige,  la  vitesse  dans  le  vide  étant  prise  pour 
unité.  Je  fais  voir  que  la  vitesse  du  rayon  ordinaire  est  l'unité  divisée 
par  le  demi-axe  de  révolution  de  l'ellipsoïde  et,  parce  moyen,  la  liaison 
très  remarquable  qu'Huygens  avait  trouvée   par  l'expérience,   entre 
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les  deux  réfractions  ordinaire  ai  extraordinaire.  ài^n'A  lo  rristal,  est  àé- 
monirèe  a  priori,  comme  un  résultat  nécessaire  de  la  loi  de  la  réfrac- 
tion extraordinaire.  La  vitesse  du  rayon  ordinaire  dans  le  cristal  esl 
donc  toujours  plus  grande  que  celle  du  rayon  extraordinaire,  la  did'é- 
rence  des  carrés  des  deux  vitesses  étant  proportionnelle  au  carré  du 
sinus  de  l'angle  que  l'axe  forme  avec  ce  dernier  rayon.  Suivant  Iluy- 
gens,  la  vitesse  du  rayon  extraordinaire  dans  le  cristal  est  exprimée 
par  le  rayon  mémo  de  l'ellipsoïde;  son  hypothèse  ne  satisfait  donc 
point  au  principe  de  la  moindre  action  ;  mais  il  est  remarquable  qu'elle 
satisfasse  au  principe  de  Fermât,  qui  consiste  en  ce  que  la  lumière 
parvient,  d'un  point  donné  au  dehors  du  cristal,  à  un  point  pris  dans 
son  intérieur,  dans  le  moins  de  temps  possible;  car  il  est  facile  de 
voir  que  ce  pi'incipe  revient  à  celui  de  la  moindre  action,  eu  y  ren- 
versant l'expression  de  la  vitesse.  Ainsi  l'on  peut  déduire  également 
de  ces  deux  principes  la  loi  de  réfraction  donnée  par  Huygens.  Au 
reste,  cette  identité  des  lois  de  réfraction,  déduites  de  la  manière  dont 
Huygens  envisageait  la  réfraction  de  la  lumière,  avec  celles  que  donne 
le  principe  de  la  moindre  action,  a  lieu  généralement  quel  que  soit  le 
sphéroïde  dont  les  rayons,   suivant  lui,  expriment  la  vitesse  de   la 
lumière  dans  l'intérieur  du  cristal;  ce  que  je  démontre  très  simple- 
ment de  la  manière  suivante  : 

Huygens  considère  un  rayon  R(]  ('),  tombant  sur  une  face  naturelle 
ou  artificielle  AFEK  du  cristal  d'Islande.  En  menant  un  plan  CO  per- 
pendiculairement à  ce  rayon  et  prenant  OK  parallèle  à  VA{  pour  repré- 
senter la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  vide,  il  suppose  que  tous  les 
points  Coo'O  de  l'onde  lumineuse  parviennent,  en  môme  temps  et 
suivant  des  directions  parallèles,  au  plan  Ki'il  qu'il  détermine  de 
cette  manière.  AFED  est  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  C  est  le 
centre  et  CD  le  demi-axe  de  révolution  et  dont  les  rayons  repré- 
sentent, suivant  Huygens,  les  vitesses  respectives  de  la  lumière  qui 
suit  leurs  directions.  11  mène  par  le  rayon  RC  un  plan  perpendiculaire 

(')  OEmres  de  Laplace,  T.  XIJ,  p.  aSf. 

OEwres  de  !..  —  XI \.  36 
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à  la  face  et  qui  la  coupe  suivant  la  droite  BCKet,  par  le  point  K,  il  mène, 
dans  le  plan  de  la  face,  KT  perpendiculairement  à  KC.  Enfin,  par  KT,  il 
mène  un  plan  Kl  qui  touche  l'ellipsoïde  en  I.  CI  est,  suivant  lui,  la 
direction  du  rayon  réfracté.  En  effet,  il  est  aisé  de  voir  que,  dans 
cette  construction,  un  point  quelconque  o  de  l'onde  lumineuse  par- 
vient en  i,  suivant  la  ligne  brisée  oci,  dans  le  même  temps  que  0 
parvient  en  K.  CI  représentant  la  vitesse  du  rayon  réfracté,  la  droite  CI 
est  parcourue  dans  le  même  temps  que  la  droite  OK.  Nous  prendrons 
ce  temps  pour  unité  de  temps  et  OK  pour  unité  d'espace.  Le  point  o 
parvient  en  c  dans  un  temps  proportionnel  à  oc  et,  par  conséquent. 

Ce 
égal  à  —•  Il  parvient  de  c  en  i  dans  l'intérieur  du  cristal,  dans  un 

temps  égal  au  temps  que  la  lumière  emploie  à  parvenir  de  C  en  I, 

multiplié  pai' 7m7  et,  par  conséquent,  égal  à  jt-;.  «étant  parallèle  à  CI. 

Ce  ,      . 

En  ajoutant  ce  temps  à  ^^  on  aura  l'unité  pour  le  temps  que  le  point  o 

met  à  parvenir  en  i. 

Prenons  de'  infiniment  près  de  oc  et  parallèle  h  cette  ligne;  le 
point  o'  parviendra  en  i'  dans  une  unité  de  temps.  Tirons  les  droites  c'o 
et  c'i,  et  supposons  que  le  point  o  parvienne  en  i,  suivant  la  ligne 
brisée  oc'i;  c'o'  étant  perpendiculaire  à  CO,  la  droite  c'a  peut  être 
supposée  égale  à  c'a'  et  les  temps  employés  à  les  parcourir  peuvent  être 
supposés  égaux.  De  plus,  le  temps  employé  à  parcourir  c'i  peut  être 
supposé  égal  au  temps  employé  à  parcourir  c'i',  parce  que  le  plan  Kl 
touchant  en  i  le  sphéroïde  semblable  au  sphéroïde  AFED,  dont  le 
centre  est  en  c'  et  dont  les  dimensions  sont  diminuées  dans  la  raison 
de  Kc'  à  KC,  les  deux  points  i  et  i'  peuvent  être  supposés  à  la  surface 
de  ce  sphéroïde.  Selon  Iluygens,  les  vitesses  suivant  c'i  et  c'i'  sont 
proportionnelles  à  ces  lignes;  les  temps  employés  à  les  parcourir  sont 
donc  égaux.  Ainsi  le  temps  de  la  transmission  de  la  lumière,  suivant 
la  ligne  brisée  oc' i,  est  égal  à  l'unité  comme  suivant  la  ligne  brisée  oa: 
la  ditTérentielle  de  ces  deux  temps  est  donc  nulle;  ce  qui  est  le  prin- 
cipe de  Fermât. 
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Il  est  clair  que  ce  raisonnement  a  généralement  lieu  quelles  que 
soient  la  nature  du  sphéroïde  et  la  position  des  points  c  et  c'  sur  la  face 
du  cristal,  et  quand  mémo  ils  ne  seraient  pas  sur  la  droite  CK,  pourvu 
qu'ils  en  soient  infiniment  près. 

En  renversant  l'expression  de  la  vitesse  le  principe  de  Fermât  donne 
celui  de  la  moindre  action.  Les  lois  de  réfraction  qui  résultent  des 
hypothèses  d'Huygens  sont  donc  généralement  conformes  à  ce  dernier 
principe  et  c'est  la  raison  pour  laquelle  ces  hypothèses,  quoique  fau- 
tives, représentent  la  nature. 

Si  l'on  nomme 

b  le  demi-axe  de  révolution  de  l'ellipsoïde  d'Huygens; 
a  son  demi-crrand  axe; 

i'  la  vitesse  d'un  rayon  de  lumière  dans  l'intérieur  du  cristal; 
V  l'angle  que  fait  sa  direction  avec  l'axe. 

le  rayon  de  l'ellipsoïde  sera 

ah 


\fa-  —  (a-—  h- )  sin'-'  V 


Ainsi  la  vitesse  v  devant  être,  par  le  principe  de  la  moindre  action, 
égale  à  l'unité  divisée  par  ce  rayon,  on  aura 


,,  „  ,  sin'V. 

o^        a- j 

Cette  vitesse  est  la  plus  petite  lorsque  le  rayon  de  lumière  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  du  cristal  et  alors  elle  devient--  Elle  est  la  plus 
grande  lorsqu'elle  est  parallèle  i»  cet  axe  et  alors  elle  est  égale  à  j- 

Iluygens  a  reconnu,  par  l'expérience,  que  b  est  le  rapport  du  sinus 
de  réfraction  au  sinus  d'incidence  dans  la  réfraction  ordinaire  du 
cristal  d'Islande.  Ce  résultat,  très  remarquable,  qui  lie  entre  elles  les 
deux  réfractions  ordinaire  et  extraordinaire  est  une  suite  nécessaire 
de  ce  que  les  modifications  qui  distinguent  le  rayon  ordinaire  du 
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rayon  extraordinaire  ne  sont  point  absolues,  mais  qu'elles  sont  uni- 
quement relatives  à  la  position  du  rayon  par  rapport  à  l'axe  du  cristal. 
Pour  le  faire  voir,  rappelons  le  singulier  phénomène  que  la  lumière 
présente  après  son  passage  à  travers  un  cristal. 

En  passant  dans  un  cristal,  la  lumière  se  divise  en  deux  faisceaux, 
l'un  ordinaire  et  l'autre  extraordinaire,  et  chacun  d'eux  sort  du  cristal 
sans  se  diviser.  Si  l'on  conçoit  un  second  cristal  placé  au-dessous  du 
premier,  dans  une  situation  entièrement  semblable,  alors  le  rayon 
ordinaire  sera  rompu  ordinairement  en  passant  dans  le  second  cristal, 
et  le  rayon  extraordinaire  sera  rompu  extraordinairement.  Cela  aura 
lieu  généralement  si  les  sections  principales  des  deux  faces  opposées 
sont  parallèles.  On  nomme  section  principale  à' nne  face  la  section  du 
cristal  par  un  plan  perpendiculaire  à  cette  face  et  passant  par  l'axe  du 
cristal.  Mais  si  les  sections  principales  sont  perpendiculaires  entre 
elles,  alors  le  rayon  ordinaire  sera  rompu  extraordinairement  en  pas- 
sant dans  le  second  cristal,  et  le  rayon  extraordinaire  sera  rompu 
ordinairement.  Dans  les  positions  intermédiaires,  chaque  rayon  se 
partagera  en  deux  autres  à  son  entrée  dans  le  second  cristal. 

Concevons  maintenant  que  l'on  présente  un  rayon  rompu  ordinaire- 
ment par  un  premier  cristal,  perpendiculairement  à  un  second  cristal 
coupé  par  un  plan  perpendiculaire  à  son  axe;  il  est  clair  qu'une  incli- 
naison infiniment  petite  de  l'axe  sur  la  face  d'incidence  suffit  pour 
changer  ce  rayon  en  rayon  extraordinaire.  Or  cette  inclinaison  ne  peut 
qu'altérer  infiniment  peu  l'action  du  cristal  et,  par  conséquent,  la 
vitesse  du  rayon  dans  son  intérieur;  cette  vitesse  est  donc  alors  celle 

du  rayon  extraordinaire  et.  par  conséquent,  elle  est  égale  à  ^>  ce  qui 

revient  au  résultat  d'IIuygens;  car  on  sait  que  la  vitesse  de  la  lumière 
dans  les  milieux  diaphanes  ordinaires  exprime  le  rapport  des  sinus 
d'incidence  et  de  réfraction,  sa  vitesse  dans  le  vide  étant  prise  pour 
unité. 

Le  principe  de  la  moindre  action  peut  servir  encore  à  déterminer 
les  lois  de  la  réflexion  de  la  lumière  ;  car,  quoique  la  nature  de  la  force 
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qui  fait  rejaillir  la  lumière  à  la  surface  des  corps  soit  inconnue,  ce- 
pendant, on  peut  la  considérer  comme  une  force  répulsive  qui  rend, 
en  sens  contraire  à  la  lumière,  la  vitesse  qu'elle  lui  fait  perdre,  de 
même  que  l'élasticité  restitue  aux  corps,  en  sens  contraire,  la  vitesse 
qu'elle  détruit.  Or  on  sait  que,  dans  ce  cas,  le  principe  de  la  moindre 
action  subsiste  toujours.  A  l'égard  d'un  rayon  lumineux,  soit  ordi- 
naire, soit  extraordinaire,  réfléchi  par  la  surface  extérieure  d'un  corps, 
ce  principe  se  réduit  ii  ce  que  la  lumière  parvient  d'un  point  ;i  un 
autre  par  le  chemin  le  plus  court  de  tous  ceux  qui  rencontrent  la 
surface.  En  effet,  la  vitesse  de  la  lumière  réfléchie  est  la  même  que 
celle  de  la  lumière  directe  et  l'on  peut  établir  en  principe  général 
que,  lorsqu'un  rayon  lumineux,  après  avoir  éprouvé  l'action  de  tant 
de  forces  que  l'on  voudra,  revient  dans  le  vide,  il  y  reprend  sa  vitesse 
primitive.  La  condition  du  chemin  le  plus  court  donne  l'égalité  des 
angles  de  réflexion  et  d'incidence,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la 
surface,  ainsi  que  Ptolémée  l'avait  déjà  remarqué.  C'est  la  loi  générale 
de  la  réflexion  à  la  surface  extérieure  des  corps. 

Mais  lorsque  la  lumière,  en  entrant  dans  un  cristal,  s'est  divisée  en 
rayons  ordinaire  et  extraordinaire,  une  partie  de  ces  rayons  est  ré- 
fléchie par  la  surftice  intérieure  à  leur  sortie  du  cristal.  En  se  réflé- 
chissant, chaque  rayon,  soit  ordinaire,  soit  extraordinaire,  se  divise 
en  deux  autres;  en  sorte  qu'un  rayon  solaire,  en  pénétrant  dans  le 
cristal,  forme  par  sa  réflexion  partielle,  à  la  surface  de  sortie,  quatre 
faisceaux  distincts  dont  nous  allons  déterminer  la  direction. 

Supposons  d'abord  les  surfaces  d'entrée  et  de  sortie,  que  nous  nom- 
merons/>/-e/n«»e  et  seconde  face,  parallèles;  donnons  au  cristal  une 
épaisseur  insensible,  et  cependant  plus  grande  que  la  somme  des 
rayons  des  sphères  d'activité  des  deux  faces.  Dans  ce  cas  on  prouvera, 
par  le  raisonnement  qui  précède,  que  les  quatre  Aiisceaux  réfléchis 
n'en  formeront  sensiblement  qu'un  seul,  situé  dans  le  plan  d'incidence 
du  rayon  générateur  et  formant,  avec  la  première  face,  l'angle  de  ré- 
flexion égal  à  l'angle  d'incidence.  Restituons  maintenant  au  cristal  son 
épaisseur;  il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  les  faisceaux  réfléchis  après 
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leur  sortie  par  la  première  face  prendront  des  directions  parallèles  à 
celles  qu'ils  avaient  prises  dans  le  premier  cas  :  ces  faisceaux  seront 
donc  parallèles  entre  eux  et  au  plan  d'incidence  du  rayon  générateur; 
seulement,  au  lieu  d'être  sensiblement  confondus,  comme  dans  le 
premier  cas,  ils  seront  séparés  par  des  distances  d'autant  plus  grandes 
que  le  cristal  aura  plus  d'épaisseur. 

Maintenant,  si  l'on  considère  un  rayon  quelconque  intérieur  sortant 
en  partie  par  la  seconde  face  et  en  partie  réfléchi  par  elle  en  deux 
faisceaux,  le  rayon  sorti  sera  parallèle  au  rayon  générateur;  car  la 
lumière,  en  sortant  du  cristal,  doit  prendre  une  direction  parallèle  à 
celle  qu'elle  avait  en  y  entrant,  puisque  les  deux  faces  d'entrée  et  de 
sortie  étant  supposées  parallèles,  elle  éprouve  en  sortant  l'action  des 
mêmes  forces  qu'elle  avait  éprouvées  en  entrant,  mais  en  sens  con- 
traire. Concevons,  par  la  direction  du  rayon  sorti,  un  plan  perpendi- 
culaire à  la  seconde  face  et,  dans  ce  plan,  imaginons  au  dehors  du 
cristal  une  droite  passant  par  le  point  de  sortie  et  formant  avec  la 
perpendiculaire  à  la  face,  mais  du  côté  opposé  à  la  direction  du  rayon 
sorti,  le  même  angle  que  cette  direction;  enfin,  concevons  un  rayon 
solaire  entrant  suivant  cette  droite  dans  le  cristal.  Ce  rayon  se  parta- 
gera, à  son  entrée,  en  deux  autres  qui,  au  sortir  du  cristal  par  la  pre- 
mière face,  prendront  des  directions  parallèles  au  rayon  solaire  avant 
son  entrée  par  la  seconde  face  ;  elles  seront  visiblement  parallèles  aux 
directions  des  deux  faisceaux  réfléchis  :  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 
qu'autant  que  les  deux  rayons  dans  lesquels  se  divise  le  rayon  solaire, 
en  entrant  par  la  seconde  face,  se  confondent  respectivement  dans 
l'intérieur  du  cristal  avec  les  directions  des  deux  faisceaux  réfléchis. 
Or,  la  loi  d'Huygens  donne  les  directions  des  rayons  dans  lesquels  le 
rayon  solaire  se  divise;  elle  donnera  donc  aussi  celles  des  deux  fais- 
ceaux réfléchis  dans  l'intérieur  du  cristal. 

Si  les  deux  faces  du  cristal  ne  sont  pas  parallèles,  on  aura  par  la 
même  loi  les  directions  des  deux  rayons  dans  lesquels  le  rayon  géné- 
rateur se  divise  en  pénétrant  par  la  première  face;  on  aura  ensuite, 
par  cette  loi,  les  directions  de  chacun  de  ces  rayons  à  leur  sortie  par 
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la  seconde  face;  ensuite,  la  construction  précédente  donnera  les  direc- 
tions, dans  l'intérieur,  des  quatre  faisceaux  réfléchis  par  cette  face; 
enfin,  par  la  loi  d'Huygens,  on  conclura  leurs  directions  au  sortir  du 
cristal  par  la  première  face.  On  aura  donc  ainsi  tous  les  phénomènes 
de  la  réflexion  de  la  lumière  par  les  surfaces  des  cristaux  diaphanes. 
M.  Malus  a  le  premier  reconnu  ces  lois  de  réflexion  de  la  lumière,  et  il 
les  a  confirmées  par  un  grand  nomhre  d'expériences.  Leur  accord 
avec  le  résultat  du  principe  de  la  moindre  action  achève  de  démontrer 
que  tous  ces  phénomènes  sont  dus  à  l'action  de  forces  attractives  et 
répulsives. 


SUR 

LA   TRANSMISSION    DU    SON 
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Ce  Mémoire  n'est  pas  écrit  par  Laplace.  II  donne  les  formnles  analy- 
tiques du  théorème  sur  la  vitesse  du  son  dans  les  corps  solides  énoncé 
par  Laplace  an  Mémoire  :  Sur  T action  réciproque  des  pendules  et  sur  la 
vitesse  du  son  dans  les  diverses  substances.  (Annales  de  Chimie  et  de  Phy- 
sique, {.  III,  1816.  —  Œuvres,  t.  XIV,  p.  291.) 
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VITESSE  DU  SON  DANS  LES  DIVERSES  SUBSTANCES  ('). 


Annales  de  Cliiinie  et  de  l'Ii) .iiqite,  t.  III;  181G. 


La  remarque  que  j'ai  lue,  il  y  a  peu  de  temps,  à  l'Académie,  sur  la 
mesure  du  pendule  à  secondes  par  Borda  m'a  conduit  à  examiner  par- 
ticulièrement les  diverses  circonstances  qui  peuvent  inOner  sur  ce 
genre  d'expériences  et  les  précautions  à  prendre  pour  assurer  l'exac- 
titude des  résultats,  précautions  qui  doivent  être  extrêmes,  lorsqu'on 
veut  obtenir  la  longueur  du  pendule  à  un  centième  près  de  milli- 
mètre. L'une  d'elles,  la  plus  importante,  consiste  à  fixer  l'appareil  de 
la  manière  la  plus  solide,  en  l'attachant  à  un  corps  très  massif  tel 
qu'un  mur  très  épais  et  dont  les  molécules  ne  soient  pas  susceptibles 
de  faire  entre  elles  des  vibrations  étendues.  Daniel  Bernoulli  rapporte, 
dans  les  Mémoires  de  Pétersbourg  pour  l'année  1777,  une  observation 
de  Kerdinand  Berlhoud  qui,  ayant  fermement  attaché  une  excellente 
pendule  astronomique,  peu  tlxe  auparavant,  trouva  que,  par  ce  chan- 
gement seul,  elle  retardait  de  ."i  minutes  en  un  jour  :  ce  que  BernouHi 
cx[)lique  d'une  manière  ingénieuse  et  juste.  Des  horloges  fixées  sur 
une  même  barre  lui  impriment  un  léger  mouvement,  font  vibrer  ses 
molécules  et,  par  la  réunion  de  ces  causes,  agissent  les  unes  sur  les 
autres  et  modifient  récipro(iuement  leurs  oscillations.  Huygens,  dans 
son  Ouvrage  De  horologio  oscillatorio,  rapporte  ([u'ayant  ainsi   fixé 

(')  Lu  à  l'Académie  des  Sciences  le  25  novembre  1816. 
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doux  horloges  dont  la  marche  était  égale,  il  les  vit  avec  surprise 
osciller  en  sens  contraire,  les  oscillations  de  l'une  d'elles  commençant 
toujours  au  même  instant  où  les  oscillations  de  l'autre  finissaient. 
Mais  il  est  bien  plus  remarquable  encore  que  cela  ait  lieu  dans  le  cas 
même  où  il  existe  une  légère  différence  dans  la  marche  des  deux  hor- 
loges isolées.  Ellicot  a  fait  sur  cet  objet  des  expériences  curieuses 
qu'il  a  consignées  dans  les  Transactions  philosophiques  de  l'année  17/41; 
et  M.  Bréguet  a  obtenu  des  résultats  semblables  sur  deux  chrono- 
mètres placés  très  près  l'un  de  l'autre.  Je  fais  voir  ici  que  ces  phéno- 
mènes sont  produits  par  le  mouvement  que  ies  horloges  impriment  à 
la  masse  qui  les  soutient  et  par  les  vibrations  qu'elles  excitent  dans 
ses  molécules.  Déjà  les  physiciens  ont  observé  plusieurs  effets  très 
curieux  de  ces  vibrations,  parmi  lesquels  on  doit  surtout  distinguer 
les  phénomènes  observés  par  M.  Chiadni  sur  les  plaques  et  les  verges 
sonores.  Ce  savant  physicien  en  a  déduit  une  méthode  ingénieuse  pour 
déterminer  la  vitesse  du  son  dans  les  divers  corps  solides.  Les  re- 
cherches précédentes  m'ont  conduit  au  théorème  suivant  pour  avoir 
cette  vitesse  dans  les  substances  solides,  liquides  et  aériformes. 

Je  suppose  que  l'on  ait  déterminé  par  l'expérience  l'allongement 
qu'un  mètre  solide,  placé  horizontalement  et  fixe  à  l'une  de  ses  extré- 
mités, reçoit  par  l'action  d'un  poids  égal  au  sien  et  qui  agit  à  son  autre 
extrémité  :  si  la  substance  est  fluide,  je  suppose  que  l'on  ait  déterminé 
le  raccourcissement  d'une  colonne  horizontale  de  ce  fluide,  de  la  lon- 
gueur de  I™  et  comprimée  par  un  poids  égal  au  sien.  Cela  posé, 
si  l'on  divise,  par  cet  allongement  ou  ce  raccourcissement,  le  double 
des  mètres  dont  la  pesanteur  fait  tomber  les  corps  dans  une  seconde 
sexagésimale,  la  racine  carrée  de  ce  quotient  sera  le  nombre  de  mètres 
que  le  son  parcourt  dans  cette  substance  pendant  le  même  intervalle. 

Ainsi,  Borda  ayant  observé  qu'une  règle  de  cuivre  jaune,  longue  de 
1 1  pieds  et  demi  et  pesant  37  onces,  s'allonge,  par  l'action  d'un  poids 
de  24  livres,  de  cinq  parties  trois  quarts,  chaque  partie  étant  un  cent- 
millième  de  la  toise;  il  en  résulte  qu'une  règle  de  i"  s'allonge  de 
o",oooooo773  79  par  l'action  d'un  poids  égal  au  sien.  En  divisant  par 


ET  SUR   LA  VITESSE   DU  SON,  ETC.  293 

rette  fraction  l'espace  9™, 8088,  double  de  celui  que  la  pesanteur  fait 
décrire  à  Paris  dans  la  première  seconde,  la  racine  carrée  35Go,4  du 
quotient  sera  le  nombre  de  mètres  que  le  son  parcourt  en  une  seconde 
dans  le  cuivre  jaune. 

On  sait  que  la  vitesse  du  son  dans  l'air  est  accrue  d'un  sixième 
environ  par  la  chaleur  que  développe  le  rapprochement  des  molécules 
vibrantes.  La  même  cause  doit  sans  doute  altérer  cette  vitesse  dans 
tous  les  corps;  mais  il  est  dilficile  d'en  déterminer  l'influence.  On 
peut  cependant  y  parvenir  en  comparant  la  vitesse  déduite  du  théo- 
rème précédent  avec  celle  que  donne  la  méthode  de  M.  Chiadni;  car 
cette  méthode,  fondée  sur  le  son  produit  par  les  vibrations  longitudi- 
nales des  verges  sonores,  donnant  la  vitesse  réelle  du  son,  l'excès  de 
cette  vitesse  sur  la  précédente  sera  l'effet  de  la  température  alternati- 
vement élevée  et  abaissée  dans  les  vibrations.  La  vitesse  du  sou, 
conclue  des  expériences  de  M.  Chiadni  sur  une  verge  de  cuivre  jaune, 
est  de  3596"",  58  par  seconde,  ce  qui  ne  surpasse  la  précédente  que 
d'environ  un  centième.  L'influence  de  la  cause  dont  j'ai  parlé  est  donc 
ici  beaucoup  moindre  que  pour  l'air;  mais  les  petites  erreurs  des 
expériences  laissent  encore  sur  cet  objet  quelque  incertitude. 

Pour  appliquer  ce  résultat  aux  fluides,  je  prendrai  l'eau  pour 
exemple.  Suivant  les  expériences  de  Canton,  rapportées  dans  les  Vo- 
lumes LU  et  LIV  des  Transactions  philosophiques,  lorsque  la  hauteur 
du  baromètre  est  o"',76,  le  thermomètre  centigrade  marquant  10^,  la 
pression  de  l'atmosphère  diminue  le  volume  de  l'eau  de  42,5  millio- 
nièmes. La  diminution  linéaire  est  trois  fois  moindre;  ainsi,  une 
colonne  d'eau  de  i'"  de  longueur  est  diminuée  de  14.2  millionièmes 
par  une  pression  équivalente  à  celle  d'une  colonne  verticale  du  même 
fluide  haute  de  10'",  325.  Le  raccourcissement  de  la  première  colonnç, 
comprimée  par  un  poids  égal  au  sien,  est  donc  o^'jOooooi  4o44-  E" 
divisant  9"', 8088  par  cette  fraction,  2642,8,  racine  carrée  du  quotient, 
sera  le  nombre  de  mètres  que  le  son  parcourt  dans  l'eau  pendant  une 
seconde;  sa  vitesse  dans  ce  fluide  est  donc  à  peu  près  huit  fois  plus 
grande  que  dans  l'air. 
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Les  expériences  de  Canton  sur  l'eau  de  mer,  dont  la  pesanteur  spé- 
cifique est  1,028,  donnent  87,5  millionièmes  pour  la  diminution  de 
son  volume  par  la  pression  de  l'atmosphère;  d'où  il  suit  que  le  son  y 
parcourt  2807'", 4  dans  une  seconde.  Ces  deux  vitesses,  relatives  à  une 
température  de  10°,  varient  très  sensiblement  avec  elle.  Les  expé- 
riences propres  à  déterminer  ainsi  la  vitesse  du  son  dans  les  diverses 
substances  me  paraissent  dignes  de  fixer  l'attention  des  physiciens. 

Note  du  rédacteur.  —  Les  expériences  d'Ellicot  dont  M.  de  Laplace 
parle  dans  son  Mémoire  étant  peu  connues,  nous  allons  en  rapporter 
la  substance. 

Deux  horloges,  contenues  dans  des  boîtes  séparées  qui  fermaient 
parfaitement,  furent  placées  l'une  à  côté  de  l'autre  et  de  manière 
qu'elles  reposaient  sur  une  même  tringle  en  bois.  Les  pendules  pe- 
saient chacun  23  livres;  dans  l'état  de  repos,  ils  étaient  distants  l'un 
de  l'autre  de  2  pieds;  un  poids  de  3  livres  suffisait  pour  leur  faire 
décrire  des  arcs  de  3°.  Dans  cet  état,  l'on  faisait  osciller  le  pen- 
dule d'une  des  deux  horloges  que,  pour  abréger,  j'appellerai  n"  1  ; 
après  un  intervalle  de  temps  de  16  minutes,  ce  pendule  avait  commu- 
niqué une  telle  quantité  de  mouvement  au  pendule  du  n°2,  qui  d'abord 
était  en  repos,  que  celui-ci  décrivait  des  arcs  de  2°  et  avait  mis  en 
jeu  tous  les  rouages  de  l'horloge;  3o  minutes  après  le  commencement 
de  l'expérience,  l'horloge  n°  1  était  arrêtée,  tandis  que  le  pendule  du 
n°  2  parcourait  des  arcs  de  5". 

Les  efléts  étaient  différents  lorsqu'on  faisait  d'abord  osciller  le 
pendule  du  n°  2;  celui-ci  n'exerçait  jamais  une  assez  grande  influence 
sur  le  pendule  voisin  pour  faire  engrener  les  rouages  de  l'horloge  et 
communiquer  le  mouvement  aux  aiguilles.  Ces  variétés  tenaient,  sui- 
vant l'auteur,  à  l'inégalité  de  longueur  qui  existait  entre  les  deux 
pendules. 

Pour  découvrir  par  quelles  pièces  de  l'appareil  les  deux  pendules 
influaient  l'un  sur  l'autre,  M.  Ellicot  plaça  derrière  la  boîte  de  l'hor- 
loge n°  2  un  appui  qui  l'éloignait  de  la  tringle  de  bois,  et  dès  lors  il 
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iifi  put  pas  remarquer,  nicmc  après  un  temps  très  long,  qu'elle  fut 
influencée,  soit  dans  l'état  de  repos,  soit  dans  celui  du  mouvement, 
par  l'horloge  voisine,  qui  était  toujours  dans  la  première  situation. 
Un  coin  convenablement  placé  éloigna  ensuite  de  même  l'horloge  n"  1 
de  la  tringle.  Après  avoir  ainsi  isolé  les  deux  boites,  M,  Ellicot  plaça 
dans  l'intervalle  qui  les  séparait  une  pièce  de  bois  qui  se  soutenait 
d'elle-même  par  un  léger  frottement;  l'influence  des  deux  pendules 
i^tait  tellement  augmentée  par  cette  disposition,  qu'il  suffisait  de «'.r//H- 
nutes  pour  que  l'horloge  n»  1  mit  en  mouvement  sa  voisine  et,  après 
un  nouvel  intervalle  de  même  durée,  la  première  était  déjà  en  repos. 
Cette  influence  parut  diminuer,  sans  cependant  être  jamais  détruite,  à 
mesure  que  le  sol  sur  lequel  les  boites  des  pendules  reposaient  deve- 
nait plus  solide. 

Si  de  là  nous  passons  aux  phénomènes  que  présenlaient  les  deux 
pendules  lorsqu'on  les  mettait  simultanément  en  mouvement  avec  une 
amplitude  d'environ  4°,  nous  trouvons  que  les  arcs  décrits  par  le  x\°  I 
augmentaient  d'étendue,  pendant  que  ceux  du  n"  2  diminuaient;  en 
sorte  qu'après  un  certain  temps  les  rouages  et  les  aiguilles  que 
celui-ci  conduisait  ne  marchaient  plus.  A  peine  cependant  quelques 
minutes  s'étaiont-elles  écoulées,  que  les  oscillations  de  ce  second 
pendule  se  ranimaient;  mais  elles  n'atteignaient  jamais  la  valeur 
qu'elles  avaient  eue  à  l'origine  du  mouvement;  c'est  à  2"  d'amplitude 
qu'elles  déterminaient  la  marche  des  aiguilles.  Pendant  que  les  oscil- 
lations du  pendule  n°  2  allaient  ainsi  toujours  en  augmentant,  celles 
du  n°  1  diminuaient  et,  lorsque  les  arcs  n'étaient  plus  que  de  i°3o', 
cette  horloge  s'arrêtait  à  son  tour.  Ces  arcs  s'agrandissaient  bientôt; 
ceux  du  n°  2  diminuaient  alors  de  nouveau  ;  l'horloge  s'arrêtait  encore 
et,  après  un  certain  nombre  de  minutes,  recouvrait  une  seconde  fois 
son  premier  mouvement.  Dès  lors,  le  n"  1  commençait  à  décliner  et 
bientôt  après  l'horloge  était  arrêtée;  mais  son  pendule,  qui  ne  se 
mouvait  presque  plus,  ne  décrivait  jamais,  dans  la  suite  de  l'expé- 
rience, des  arcs  assez  grands  pour  faire  engrener  les  rouages;  le  n°  2 
continuait  à  se  mouvoir  indéfiniment  avec  une  amplitude  d'environ  4". 
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Pour  étudier  de  plus  près  cette  influence  mutuelle  et  alternative  des 
deux  horloges,  M.  Ellicot  imagina  de  mettre  une  seconde  fois  les  deux 
pendules  en  mouvement,  mais  en  leur  faisant  décrire  de  très  grands 
arcs.  Durant  cette  expérience,  comme  dans  l'autre,  chacun  des  pen- 
dules paraissait  faire  à  son  tour  les  oscillations  les  plus  étendues; 
mais  les  horloges  ne  s'arrêtèrent  pas;  elles  allèrent  au  contraire  pen- 
dant plusieurs  jours  consécutifs,  sans  jamais  s'écarter  l'une  de  l'autre 
d'une  seule  seconde,  quoique  leurs  marches,  déterminées  séparément, 
différassent  à'une  minute  et  trente-six  secondes  en  2<4  heures.  L'hor- 
loge n°  1  avança,  dans  ce  cas,  relativement  à  son  état  ordinaire,  de 
I  minute  17  secondes,  tandis  que  le  n°  2  retarda  de  19  secondes. 

En  changeant  la  longueur  des  pendules,  on  altérait  la  durée  de  la 
période  pendant  laquelle  leurs  mouvements  augmentaient  et  dimi- 
nuaient :  plus  les  pendules  approchaient  d'être  égaux  et  plus  la 
période  était  longue. 

Une  circonstance  importante  de  ces  expériences,  dont  M.  Ellicot  ne 
parle  pas  et  qui  n'avait  point  échappé  à  l'auteur  anonyme  d'une  lettre 
insérée  dans  le  Journal  des  Savants,  du  6  mars  i665,  c'est  que,  lorsque 
deux  horloges  voisines  marchent  d'accord,  les  pendules  ne  sont  pas 
parallèles  dans  leurs  vibrations,  mais  qu'ils  s'approchent  et  s'écartent 
par  des  mouvements  contraires.  Si  on  les  fait  battre  par  des  coups 
entremêlés,  ils  se  mettent  toujours  en  consonance  après  un  certain 
temps  et  y  restent  ensuite  indéfiniment.  Les  deux  horloges  dont  se 
servait  cet  observateur  différaient  l'une  de  l'autre  de  5  secondes  par 
jour  lorsqu'elles  marchaient  séparément;  la  communication  de  mouve- 
ment avait  lieu  par  une  tringle  de  bois.  Dans  le  double  chronomètre 
de  M.  Bréguet,  les  deux  systèmes  ne  pouvaient  agir  l'un  sur  rauti:e  que 
par  l'entremise  des  pièces  de  cuivre  sur  lesquelles  ils  étaient  fixés  : 
l'air  du  moins  n'y  entrait  pour  rien;  car  leur  accord  n'était  pas  altéré, 
comme  je  m'en  suis  assuré,  lorsqu'on  les  plaçait  dans  le  vide,  quoique 
alors  leur  marche  s'accélérât  de  plus  de  20  secondes  par  jour. 
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Nowtoii  a  (loiuK'.  dans  le  second  Livre  des  Pn/ic/pes  /ual/icma/if/iics 
de  la  Philosophie  ruiliirelle,  r(^xpressi()n  de  la  vitesse  du  son  :  la  nia- 
iiirn-  dont  il  y  parvient  est  nn  des  traits  les  plus  remarquables  de  son 
i;(''nie.  I,a  vitesse  eonclue  île  celle  expression  est  plus  petile  d'environ 
un  sixicnie  que  celle  qui  résulte  des  expériences  faites  avec  un  grand 
soin,  en  1738,  par  les  membres  de  celte  Académie.  Newton,  qui  avait 
déjà  reconnu  cette  différence  par  les  expériences  faites  de  son  temps, 
a  essayé  de  l'expliquer;  mais  les  découvertes  modernes  sur  la  nature 
de  l'air  atmosphérique  ont  détruit  cette  explication  et  toutes  celles 
que  divers  géomètres  avaient  proposées.  Heureusement  ces  découvertes 
nous  présentent  un  phénomène  qui  m'a  paru  être  la  vraie  cause  de 
l'excès  de  la  vitesse  observée  du  son  sur  sa  vitesse  calculée  :  ce  que  la 
plupart  des  physiciens  géomètres  ont  ensuite  adopté.  Ce  phénomène 
est  la  chaleur  que  l'air  développe  par  sa  compression.  Lorsqu'on  élève 
sa  température,  sa  pression  restant  la  même,  une  partie  seulement  du 
calori<|ue  qu'il  reçoit  est  employée  à  produire  cet  eU'et;  l'autre  partie, 
qui  devient  latente,  sert  à  dilater  son  volume.  C'est  elle  qui  se  déve- 
loppe quand  on  réduit  par  la  compression  l'air  ainsi  dilaté  à  son 
volume  primitif.  La  chaleur  dégagée  par  le  rapprochenu'nt  de  deux 
molécules  voisines  d'une  fibre  aérienne  vibrante  élève  donc  leur  tem- 
pérature et  se  répand  de  proche  en  [)roche  sur  l'air  et  les  corps  envi- 

(')  Lu  à  l'Académie  des  Sciences,  le  •x'i  décembre  181G. 
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ronnaiits;  mais,  cette  diliusion  et  rirradiation  se  faisant  avec  une 
extrême  lenteur  relativement  à  la  vitesse  des  vibrations,  on  peut  sup- 
poser sans  erreur  sensible  que,  pendant  la  durée  d'une  vibration,  la 
quantité  de  chaleur  reste  la  même  entre  deux  molécules  voisines. 
Ainsi  ces  molécules,  en  se  rapprochant,  se  repoussent  davantage, 
d'abord  parce  que,  leur  température  étant  supposée  constante,  leur 
répulsion  mutuelle  augmente  en  raison  inverse  de  leur  distance; 
ensuite  parce  que  le  calorique  latent  qui  se  développe  élève  leur  tem- 
pérature. Newton  n'a  eu  égard  qu'à  la  première  de  ces  deux  causes  de 
répulsion;  mais  il  est  visible  que  la  seconde  cause  doit  accroître  la 
vitesse  du  son,  puisqu'elle  augmente  le  ressort  de  l'air.  En  la  faisant 
entrer  dans  le  calcul,  je  parviens  au  théorème  suivant  : 

La  vitesse  réelle  du  son  est  égale  au  produit  de  la  vitesse  que  donne  la 
formule  newtonienne  par  la  racine  carrée  du  rapport  de  la  chaleur  spé- 
cifique de  l'air,  soumis  à  la  pression  constante  de  l'atmosphère  et  à 
diverses  températures,  à  sa  chaleur  spécifique  lorsque  son  volume  reste 
constant  {'). 

Si  l'on  suppose,  avec  plusieurs  physiciens,  que  la  chaleur  contenue 
dans  une  masse  d'air  soumise  à  une  pression  constante  et  à  des  tem- 
pératures diverses  est  proportionnelle  à  son  volume  (ce  qui  doit 
s'écarter  peu  de  la  vérité),  la  racine  carrée  précédente  devient  celle  du 
rapport  de  la  dillerence  de  deux  pressions  à  la  diiïërence  des  quan- 
tités de  chaleur  que  développent  deux  volumes  égaux  d'air  atmosphé- 
rique soumis  respectivement  à  ces  pressions,  en  passant  d'une  tempé- 
rature donnée  à  une  même  température  inférieure,  la  plus  petite  de 
ces  quantités  de  chaleur  et  la  plus  petite  de  ces  pressions  étant  prises 
pour  unités. 

Désireux  de  comparer  ce  théorème  à  l'expérience,  j'ai  heureusement 
trouvé  les  données  d'observation  qu'il  suppose,  parmi  les  nombreux 
résultats  du  travail  intéressant  de  M.Al.  La  Roche  et  Bérard  sur  la  cha- 

(')  OEuvres  de  Laplace,  T.  V,  Liv.  XII,  p.  109,  187,  i5-. 
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leur  spécifique  dos  gaz  (').  Ces  habiles  physiciens  ont  mesuré  les 
quantités  de  chaleur  que  dégagent,  par  un  abaissement  de  température 
d'environ  80°,  deux  volumes  égaux  d'air  atmosphérique  :  l'un  com- 
primé par  le  poids  de  l'atmosphère,  l'autre  comprimé  par  ce  même 
poids  augmenté  de  trente-six  centièmes.  Ils  ont  trouvé  que  la  chaleur 
dégagée,  relative  à  la  plus  grande  pression,  était  1,2/i  ;  la  chaleur  rela- 
tive h  la  plus  petite  pression  étant  l'unité.  Il  laut  donc,  suivant  le  théo- 
rème précédent,  pour  avoir  la  vitesse  réelle  du  son,  multiplier  la  vitesse 
déduite  de  la  formule  de  Newton  par  la  racine  carrée  du  rapport  de 

trente-Six  centièmes  a  vingt-quatre  centièmes  ou  par  la  racine  de  -• 

A  la  température  de  G"  cette  formule  donne  282'", 42  pour  l'espace 
que  le  son  doit  parcourir  dans  une  seconde  sexagésimale.  Kn  la  mul- 

tijjliant  par  1/-;  cet  espace  devient  égal  à  345'", g.  Les  académiciens 

français  l'ont  observé  de  337"\i8.  La  différence  de  ces  deux  résultats 
peut  tenir  à  l'incertitude  des  expériences;  mais  la  petitesse  de  cette 
différence  établit  d'une  manière  incontestable  que  l'excès  de  la  vitesse 
observée  du  son  sur  sa  vitesse  calculée  par  la  formule  newtonienne  est 
dû  à  la  chaleur  latente  que  la  compression  de  l'air  développe. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  pression  étant  constante,  si  l'on 
augmente  un  volume  donné  d'air  en  élevant  sa  température  et  qu'en- 
suite on  le  réduise  par  la  compression  à  son  volume  primitif,  il  déga- 
gera par  cette  compression  un  tiers  de  la  chaleur  employée.  Il  est  à 
désirer  que  les  phvsiciens  déterminent,  par  des  expériences  directes, 
le  rapport  des  chaleurs  spécifiques  de  l'air  à  pression  constante  et  de 
l'air  à  volume  constant,  rapport  que  nous  venons  de  trouver  égal  à  i,5. 
La  vitesse  du  son,  observée  par  les  académiciens  français,  donne  i  ,/|254 
pour  ce  rapport;  peut-être,  vu  la  difficulté  des  expériences  directes, 
cette  vitesse  est  le  moyen  le  [jUis  précis  de  l'obtenir. 

J'ai  conclu  [p.  lOG,  Cahier  d'octobre  (-)J  les  vitesses  du  son  dans 


(')  CEuvres  de  Lnplace,  T.  V,  Liv.  XII,  p.  i,'i3. 
(')  ht.,  T.  XIV,  p.  293. 
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l'eau  de  pluio  et  dans  l'eau  de  mer  égales  à  2G42"',8  et  2807'", 'i  par 
seconde  sexagésimale,  en  partant  des  expériences  de  Canton  sur  la 
compression  de  ces  liquides  et  en  n'ayant  égard  qu'à  la  diminution 
linéaire  des  dimensions  du  volume  comprimé.  J'ai  reconnu  qu'il  faut 
considérer  la  diminution  totale  de  ce  volume,  et  qu'ainsi  les  nombres 
précédents  doivent  être  divisés  par  \/'!i,  ce  qui  les  réduit  à  i525'",8  et 
1620"', 9;  en  sorte  que  la  vitesse  du  son  dans  l'eau  douce  est  quatre 
lois  ("1  demie  plus  grande  que  dans  l'air. 


MEMOIRE  (')  SUR  L'APPLICATION 


CALCUL  DES  PUOOACILnÉS  AUX  OBSERVATIONS 

ET    SPECIALEMENT  '    , 

AUX   OPÉUATIONS  DU  NIVELLEMENT  <^). 


Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  t.  XÎT:  iSri). 


Dans  les  grandes  triangulations  que  l'on  a  exécutées  pour  la  mesure 
(le  la  Terre,  on  a  observé  avec  soin  les  distances  zénithales  des  signaux, 
soit  pour  réduire  les  angles  à  l'horizon,  soit  pour  déterminer  h's  hau- 
teurs respectives  des  stations  diverses.  La  réfraction  terrestre  a  sur 
ces  hauteurs  une  grande  influence,  et  sa  variabilité  les  rend  fort  incer- 
taines. Je  me  propose  ici  d'apprécier  la  probabilité  des  erreurs  dont 
elles  sont  susceptibles. 

La  théorie  des  réfractions  nous  montre  que,  dans  une  atmosphère 
constante,  la  réfraction  terrestre  est  un  aliquote  de  l'are  céleste  com- 
pris entre  les  zéniths  de  l'observateur  et  du  signal  observé;  en  sorte 
(]ue,  pour  l'obtenir,  il  suffit  de  multiplier  cet  arc  par  un  facteur  qui 
serait  constant  si  l'atmosphère  était  toujours  la  même,  mais  qui  varie 
sans  cesse,  à  raison  des  changements  continuels  de  la  température  et 
de  la  densité  de  l'air.  Un  grand  nombre  d'observations  peut  donner  la 
valeur  moyenne  de  ce  facteur  et  la  loi  de  probabilité  de  ses  variations, 
.l'ai  conclu  l'une  et  l'autre  des  observations  de  M.  Dclambre,  publiées 

(')  Lu  à  rAcadéinie  dos  Sciences,  le  20  docombro  1819. 

(2)  Foir,  pour  les  développements  nnalyliques,  OEiwres  de  Loplaee.  T.  VU,  T  Siippl., 
p.  58 1  et  suiv. 
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dans  lo  second  Volume  de  son  Ouvrage  intitulé  :  Base  du  Système  mé- 
trique. En  partant  de  ces  données,  j'ai  déterminé  la  probabilité  des 
erreurs  de  la  bauteur  de  Paris  au-dessus  de  la  mer,  dans  l'iiypotlièse 
d'une  chaîne  de  vingt-cinq  triangles  équilatéraux  qui  unirait  Dun- 
kerque  et  Paris,  ce  qui  suppose  environ  20000'"  de  longueur  à  cbacun 
de  leurs  côtés.  On  peut  obtenir  cette  bauteur  par  divers  procédés;  mais 
celui  dans  lequel  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  est  le  plus  rapide- 
ment décroissante  doit  être  préféré  comme  étant  le  plus  avantageux. 
Sa  recherche  est  un  corollaire  facile  de  l'analyse  que  j'ai  donnée 
ailleurs  pour  tous  ces  objets,  et  il  en  résulte  qu'il  y  a  neuf  à  parier 
contre  un  que  l'erreur  sur  la  hauteur  de  Paris  au-dessus  de  la  mer 
n'excéderait  pas  alors  8™.  Le  procédé  que  AL  Delambrc  a  suivi,  pour 
conclure  cette  hauteur  d'un  nombre  à  peu  près  égal  de  triangles,  est 
un  peu  moins  exact  que  le  précédent;  mais  c'est  principalement  la 
grandeur  des  côtés  de  plusieurs  de  ses  triangles  qui  répand  sur  son 
résultat  de  l'incertitude  et  qui  ne  permet  pas  de  répondre,  avec  une 
probabilité  suffisante,  qu'il  n'est  pas  en  erreur  de  iG'"  ou  18"';  ce  qui 
en  forme  une  partie  considérable. 

Les  erreurs  également  probables  diminuent  beaucoup  quand  on 
rapproche  les  stations,  et  il  est  indispensable  de  le  faire  lorsqu'on 
veut  obtenir  un  nivellement  exact.  Les  grands  triangles,  très  propres 
à  la  mesure  des  degrés  terrestres,  ne  conviennent  point  à  la  mesure  des 
hauteurs,  et  il  est  nécessaire  de  séparer  ces  deux  espèces  de  mesures. 
Mais,  en  multipliant  les  stations,  l'erreur  qui  tient  à  l'observation  des 
angles  zénithaux  augmente  par  leur  nombre  et  devient  comparable  à 
l'erreur  qui  dépend  de  la  variabilité  de  la  réfraction  terrestre.  Cela  m'a 
donné  lieu  de  rechercher  la  loi  de  prohabilité  des  erreurs  des  résultats 
lorsqu'il  y  a  plusieurs  sources  d'erreur.  Tels  sont  la  plupart  des  ré- 
sultats astronomiques;  car  on  observe  les  astres  au  moyen  de  deux 
instruments,  la  lunette  méridienne  et  le  cercle,  tous  deux  suscep- 
tibles d'erreurs  dont  la  loi  de  probabilité  ne  doit  pas  être  supposée  la 
même.  L'analyse  que  j'ai  donnée  dans  la  théorie  analytique  des  proba- 
bilités s'applique  facilement  à  ce  cas,  quel  que  soit  le  nombre  des 
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sources  d'erreur.  Elle  tléterniine  les  résultats  les  plus  avantageux  et 
les  lois  de  probabilité  des  erreurs  dont  ils  sont  susceptibles.  Poui' 
l'appliquer  aux  opérations  de  nivellement,  il  faut  connaître  la  loi  de 
probabilité  des  erreurs  dues  aux  réfractions  astrononii(|ues;  et  l'on 
vient  de  voir  qu'elle  résulte  des  grandes  triangulations  d((  la  méri- 
dienne. 11  faut  de  plus  connaître  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  des 
angles  zénithaux.  Nous  manquons  d'observations  à  cet  égard;  mais  on 
s'écartera  peu  de  la  vérité  en  supposant  cette  loi  la  même  qu(^  pour 
les  angles  horizontaux,  et  qui  se  déduit  des  erreurs  observées  dans  la 
somme  des  trois  angles  de  chaque  triangle  de  la  méridienne.  En  par- 
tant de  ces  lois,  je  trouve  que,  si  l'on  partage  la  distance  de  Paris  à 
Dunkerque  en  stations  équidistantes  d'un  intervalle  de  1200'",  il  y  a 
mille  à  parier  contre  un  que  l'erreur  dans  la  hauteur  de  Paris  au-dessus 
de  la  mer  n'excédera  pas  quatre  dixièmes  de  mètre.  On  diminuerait 
cette  erreur  en  rapprochant  les  stations;  mais  la  précision  que  l'on 
obtiendrait  par  ce  rapprochement  ne  compenserait  pas  la  longueur  des 
opérations  qu'il  exige. 

Les  équations  de  condition  que  l'on  forme  pour  avoir  les  éléments 
astronomiques  renferment  implicitement  les  erreurs  des  deux  instru- 
ments qui  servent  à  déterminer  la  position  des  astres.  Ces  erreurs 
sont  affectées  de  coefTicients  différents  dans  chaque  équation.  Alors  le 
svstème  le  plus  avantageux  des  flicteurs  par  lesquels  on  doit  multi- 
plier respectivement  ces  équations  pour  obtenir,  par  la  réunion  des 
produits,  autant  d'équations  finales  qu'il  y  a  d'éléments  à  déterminer; 
ce  système,  dis-je,  n'est  plus  celui  des  coefficients  des  éléments  dans 
chaque  équation  de  condition.  L'analyse  m'a  conduit  à  l'expression 
générale  de  ce  système  de  facteurs  et  de  là  aux  résultats  pour  les([ue!s 
la  même  erreur  à  craindre  est  moins  probable  que  dans  tout  auti'e 
système.  La  même  analyse  donne  les  lois  de  probabilité  des  erreurs  de 
ces  résultats.  Ces  formules  renferment  autant  de  constantes  qu'il  y  a 
de  sources  d'erreurs  et  qui  dépendent  des  lois  de  probabilité  de  ces 
erreurs.  Dans  le  cas  d'une  source  unique,  j'ai  donné,  dans  ma  théorie 
des  probabilités,  le  moyen  d'éliminer  la  constante,  en  formant  la 
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somme  dos  carrés  des  restes  de  chaque  équation  de  condition,  lors- 
(ju'oii  y  a  substitué  les  valeurs  trouvées  pour  les  éléments.  Un  procédé 
semblable  donne  généralement  les  valeurs  de  ces  constantes,  quel  que 
soit  leur  nombre  :  ce  qui  complète  l'application  du  calcul  des  proba- 
bilités aux  résultats  des  observations. 

Je  finirai  par  une  remarque  qui  me  paraît  importante.  La  petite 
incertitude  que  les  observations,  quand  elles  ne  sont  pas  très  multi- 
pliées, laissent  sur  les  valeurs  des  constantes  dont  je  viens  de  parler, 
rend  un  peu  incertaines  ces  probabilités  déterminées  par  l'analyse  ; 
mais  il  suffit  presque  toujours  de  connaître  si  la  probabilité  que  les 
erreurs  des  résultats  obtenus  sont  renfermées  dans  d'étroites  limites 
approche  extrêmement  de  l'unité,  et,  quand  cela  n'est  pas,  il  suffit  de 
savoir  jusqu'à  quel  point  il  faut  multi[dier  les  observations  pour 
acquérir  une  probabilité  telle  qu'il  ne  reste  sur  la  bonté  des  résultats 
aucun  doute  raisonnable.  Les  formules  analytiques  des  probabilités 
remplissent  parfaitement  cet  ol)jet,  et,  sous  ce  point  de  vue,  elles 
peuvent  être  envisagées  comme  le  complément  nécessaire  de  la  mé- 
thode des  sciences,  fondée  sur  l'ensemble  d'un  grand  nombre  d'obser- 
vations susceptibles  d'erreurs.  Ainsi,  quand  on  réduirait  h  i5™  l'erreur 
de  18""  que  l'on  peut  craindre  dans  la  hauteur  de  Paris  au-dessus  de  la 
mer,  conclue  des  grands  triangles  de  la  méridienne,  il  n'en  serait  pas 
moins  vrai  que  cette  hauteur  est  incertaine  et  qu'il  faut  la  déterminer 
par  des  moyens  plus  précis.  Pareillement,  les  formules  analytiques, 
appliquées  aux  triangles  de  la  méridienne  depuis  la  base  mesurée  près 
de  Perpignan  jusqu'à  Formentera,  donnent  environ  dix-sept  cent  mille 
à  parier  contre  un  que  l'erreur  de  l'arc  correspondant  du  méridien, 
dont  la  longueur  surpasse  4(Joooo'",  n'est  pas  de  Go'"  en  erreur.  Cela 
doit  dissiper  les  craintes  d'inexactitude  que  l'omission  d'une  base  de 
vérification  sur  la  cote  d'Espagne  pouvait  inspirer.  On  serait  encore 
rassuré  à  cet  égard  quand  même  la  probabilité  d'une  erreur  égale,  ou 
plus  grande  que  Go"",  surpasserait  la  fraction  donnée  par  les  formules 
et  s'élèverait  à  un  millionième. 


ÉCLAIRCISSEMENTS 


LA  THÉORIE  DES  FLUIDES  ÉLASTIQUES. 


Annales  de  Clilinip  et  de  l'hysiqiie.  t.  XVIII;  iS.u. 


La  théorie  que  j'ai  tloniuV  do  ces  fluides  consiste  à  regarder  chacune 
de  huirs  moh'culps  coninio  un  petit  corps  en  équilibre  dans  l'espace, 
en  vertu  de  tontes  h's  forces  qui  le  sollicitent.  Ces  forces  sont  : 
1°  l'action  répulsive  de  la  chaleur  des  molécules  environnant  une  mo- 
lécule A.  sur  la  chaleur  propre  que  cette  molécule  retient  par  son 
attraction;  2"  l'attraction  de  cette  dernière  chaleur  par  les  mêmes 
molécules;  3"  l'attraction  qu'elles  exercent  sur  la  molécule  A.  Je  sup- 
pose que  ces  forces  répulsives  et  attractives  ne  sont  sensibles  qu'à  des 
distances  imperceptibles  et  qu'à  raison  de  la  rareté  du  fluide  la  troi- 
sième de  ces  forces  est  insensible.  Cela  posé,  je  trouve,  par  les  lois  de 
l'équilibre  des  fluides,  qu'en  désignant  par  P  la  pression  que  le  fluide 
exerce  contre  les  parois  qui  le  contiennent,  on  a 

(1)  P  =  /,/i"-(c^— /c); 

/'■  est  une  constante  dépendant  de  la  force  répulsive  de  la  chaleur  et 
qu'il  paraît  naturel  de  supposer  la  même  pour  tous  les  gaz;  n  est  le 
nombre  des  molécules  du  fluide  contenues  dans  un  espace  pris  pour 
unité  et  (jue  je  supposerai  être  i'"''';  c  est  le  calorique  contenu  dans 
chaque  molécule,  et  i  est  une  constante  dépendant  de  l'attraction  de 
la  chaleur  par  les  molécules  fluides. 

OEurres  de  L.  —  XIV.  Sg 
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J'obtiens  une  seconde  équation  par  les  considérations  suivantes.  Je 
conçois  le  litre  comme  un  espace  vide  ayant  une  température  quel- 
conque. En  y  plaçant  un  ou  plusieurs  corps,  ils  rayonneront  du  calo- 
rique les  uns  sur  les  autres  et  sur  les  parois  du  litre  qui  rayonneront 
pareillement  du  calorique  sur  eux  et  sur  elles-mêmes;  il  y  aura  équi- 
libre de  température  lorsque  chaque  molécule  rayonnera  autant  de 
calorique  qu'elle  en  absorbe.  L'espace  vide  du  litre  sera  traversé  dans 
tous  les  sens  par  les  rayons  caloriques  qui  formeront  ainsi  un  fluide 
discret  d'une  densité  très  petite  et  dont  la  quantité  sera  insensible 
relativement  h  la  quantité  de  chaleur  contenue  dans  les  corps.  Il  est 
clair  que  la  densité  de  ce  fluide  discret  augmente  avec  la  chaleur  des 
corps;  elle  peut  ainsi  servir  de  mesure  à  leur  température  et  en  donner 
une  définition  précise.  Elle  croît  proportionnellement  aux  dilatations 
du  thermomètre  d'air  à  pression  constante  et  qui,  par  cette  raison,  me 
paraît  être  le  vrai  thermomètre  de  la  nature. 

J'imagine  présentement  que  le  système  des  corps  contenus  dans  le 
litre  soit  un  gaz.  Chaque  molécule,  dans  l'état  d'équilibre,  rayonnera 
autant  de  calorique  qu'elle  en  absorbe.  Or  il  est  évident  que  cette 
absorption  est  proportionnelle  h  la  densité  du  fluide  discret  que  je 
viens  de  considérer  ou  à  la  température  que  je  désignerai  par  ii.  Pour 
avoir  l'expression  du  rayonnement  de  la  molécule,  il  faut  remonter  à 
sa  cause.  On  ne  peut  pas  l'attribuer  à  la  molécule  même,  qui  est  sup- 
posée n'agir  que  par  attraction  sur  le  calorique.  Il  paraît  donc  naturel 
de  le  faire  dépendre  de  la  force  répulsive  du  calorique  contenu,  soit 
dans  la  molécule  même,  soit  dans  les  molécules  environnantes.  Le 
calorique  de  la  molécule  n'étant  qu'un  infiniment  petit  de  l'ensemble 
du  calori(|ue  de  toutes  les  autres  molécules,  on  peut  n'avoir  égard  qu'à 
la  force  répulsive  de  cet  ensemble.  Sans  chercher  à  expliquer  comment 
cette  force  détache  une  partie  du  calorique  de  la  molécule  A  et  la  fait 
rayonner,  je  considère  que  l'action  du  calorique  d'une  molécule  B  pour 
cet  objet  est  proportionnelle  à  ce  calorique  ou  à  c.  Mais  cette  action  est 
diminuée  par  l'attraction  de  la  molécule  B  sur  le  calorique  de  A;  cette 
action  est  donc  proportionnelle  à  c  —  i',  i'  étant  une  constante  dépen- 
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dant  de  l'attraction  des  molécules  du  gaz  sur  le  calorique,  et,  comme 
cette  action  s'exerce  sur  la  chaleur  entière  c  de  la  molécule  A,  je  la  fais 
proportionnelle  au  produit  c(c  —  i').  Le  rayonnement  de  la  molécule  A 
est  donc  proportionnel  à  ce  produit,  puisqu'il  est  lacteur  commun  de 
l'action  de  toutes  les  molécules  environnant  la  molécule  A.  En  l'égalant 
à  l'absorption  du  calorique,  on  a 

(2)  nc{c  —  i')^(ju, 

q  étant  une  constante  dépendant  de  la  nature  du  gaz.  Quoique  V  et  i', 
dans  les  équations  (i)  et  (2),  dépendent  l'un  et  l'autre  de  l'attraction 
du  calorique  par  les  molécules  du  gaz,  cependant  ils  ne  peuvent  être 
supposés  égaux  que  dans  le  cas  où  la  loi  de  la  force  attractive  des  mo- 
lécules du  gaz  sur  le  calorique  est,  relativement  à  la  distance,  la  même 
que  la  loi  de  la  force  répulsive  mutuelle  des  molécules  de  la  chaleur. 
On  peut  voir,  dans  la  Connaissance  des  Temps  de  1824  ('),  l'analyse  sur 
laquelle  ces  résultats  son  fondés.  En  supposant  j  =  i',  les  équations  (i) 

et (2) donnent 

P  =1  qknu  ; 

n  est  évidemment  proportionnel  à  la  densité  du  gaz;  l'équation  précé- 
dente donne  ainsi  la  loi  de  Mariotto. 
Pour  un  autre  gaz,  on  aura 

q'  et  n'  étant  ce  que  deviennent  </  et  n  relativement  à  ce  nouveau  gaz; 
on  aura  donc,  quels  que  soient  P  et  u, 

-  z=  'L. 
n       <i' 

Ainsi,  le  rapport  des  densités  de  deux  gaz  reste  le  même,  quelles  que 

soient  les  variations  de  P  et  de  m;  ce  qui  est  la  loi  de  M.  Gay-Lussac. 

L'équation  (i)  donne 

P 
kn-c- 

(')  OEuvrcs  de  Laplacc,  T.  XIII,  p.  -285  et  suiv. 
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Pour  avoir,  par  aperçu,  la  valeur  de  la  fraction 

P 

A/i-  c- 

rclative  à  la  vapeur  aqueuse,  je  considère  un  gaz  pour  lequel  n,  c  et  i 
sont  n^,  c^  et  i,.  On  a,  relativement  à  ce  gaz, 


i,\      P 

cj         k 


Ainsi,  le  gaz,  relativement  auquel  le  focleur  i est  un  ininiinuDi,  est 

celui  dont  i'""-',  sous  une  pression  et  une  température  données,  con- 
tient le  moins  de  chaleur  exprimée  par  /î,c,.  Le  gaz  hydrogène  est,  de 
tous  les  gaz  dont  on  a  déterminé  les  chaleurs  spécifiques,  celui  qui 
jouit  de  cette  propriété.  Si  l'on  suppose  i  nul  relativement  à  ce  gaz,  on  a 

,  ,      P 

et  la  fraction 

P 

devient 


La  chaleur  contenue  dans  i^de  gaz  hydrogène  à  loo"  de  température 
et  à  la  pression  o"\7G  du  baromètre  peut,  d'après  les  expériences, 
élever  de  i"  la  température  d'un  nombre  de  grammes  d'eau  égal  au 
produit  de  3GG|  par  la  chaleur  spécifique  du  gaz  hydrogène,  celle  de 
l'eau  étant  prise  pour  unité,  et  cette  chaleur  spécifique  a  été  trouvée 
égale  à  3,2936;  la  quantité  de  chaleur  que  contient,  à  cette  tempéra- 
ture, i'"''*  de  gaz  hydrogène  est  donc  le  produit  de  306,67.3,2936  par 
le  nombre  de  grammes  que  pèse  i''"'*"  de  gaz  hydrogène,  à  cette  pres- 
sion et  à  cette  température;  c'est  l'expression  de  «(T,. 

Pour  avoir  l'expression  de  ne,  j'observe  que  i»'  de  vapeur  aqueuse, 
à  100"  de  température  et  à  la  pression  de  o'^.jG,  contient  d'abord  une 
chaleur  latente  capable  d'élever  de  i"  la  lempérature  de  56os  d'eau.  Il 
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contieiil,  de  plus,  la  chaloiir  propre  tic  i*»'  à  loo".  En  nommaiil  donc  a 
la  L-lialour  propre  de  i^  d'eau  à  o"  de  tenipéralurc,  on  aura  la  clialeur 
de  ii^de  vapeur,  à  loo"  de  tenipéraUire  et  à  la  pression  o'",'-i),  égale  à 

a  -+-  G(5o. 

De  là  il  suit  qu'en  désignant  par  t  le  rapport  de  la  densité  du  gaz 
hydrogène  à  la  densité  de  la  vapeur  aqueuse,  on  aura 


égal  à 

£366,67.3,''.ç)36 
a  -+-  660 

et  l'on  a  i  égal  à  0,1282. 

La  valeur  de  a  est  inconnue.  On  l'a  évaluée  d'après  l'expérience  de 
la  chaleur  absorbée  par  i*''  de  glace  à  o"  pour  être  converti  en  liquiile 
à  o"  de  température,  et  l'expérience  que  nous  avons  laite,  iM.  de  l.a- 
voisicr  et  moi,  nous  a  donné  cette  chaleur  égale  à  75,  c'esl-ii-dire 
capable  d'élever  de  1"  la  température  de  75s  d'eau.  En  faisant  donc  la 
chaleur  spécifique  de  la  glace  égale  à  /„,  conformément  à  l'expérience 
de  Kirvan,  et  supposant  les  quantités  de  chaleur  contenues  dans,  la 
glace  et  dans  l'eau  proportionnelles  aux  chaleurs  spécifi(jues  de  ces 
substances,  on  aura 

C  =  7JO. 

La  fraction  précédente,  élevée  au  carré  et  multipliée  par  c,  devient 
ainsi  à  peu  près  égale  à  i5;  ce  serait,  dans  toutes  ces  suppositions,  la 
valeur  de  la  fraction 

cl' 

kii'-c' 

jMais  cette  fraction  dcvicnilrait  pres(|ue  insensible  si  a  était  quatre 
ou  cinq  fois  plus  grand.  Je  la  désignerai  par  a,  en  observant  ((u'cllc 
diminue  [)ropnrli()nn('ll('m('iil  au  cai'ré  de  la  densité  divisé  [)ar  la 
pression. 
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Ainsi,  la  chaleur  do  i^  de  vapeur  aqueuse  est 

a  ■+-  660  +  n' —  a, 

«'étant  la  valeur  de  a  relative  h  une  pression  P'.  Elle  diminue  quand 
P'  surpasse  la  pression  P  de  l'atmosphère,  et  les  limites  de  a  peuvent 
être  supposées  o  et  i5;  on  voit  donc  que  cette  chaleur  reste  à  très  peu 
près  constante,  quel  que  soit  l'accroissement  de  la  pression  P':  ce  qui 
est  un  phénomène  rcmarquahlc  dont  la  théorie  précédente  donne  une 
explication  fort  simple. 

a'  étant  moindre  que  a  lorsque  la  pression  augmente,  la  chaleur  de 
I  molécule  de  vapeur  est  alors  un  peu  diminuée.  Cependant  quelques 
phvsiciens,  et  spécialement  M.  Southern,  ont  trouvé  un  petit  accrois- 
sement dans  leurs  expériences.  Si  cela  était  bien  avéré,  l'action  des 
molécules  de  vapeurs  sur  la  chaleur  augmenterait  un  peu  avec  leur 
température;  l'action  des  corps  diaphanes  sur  la  lumière  offre,  d'après 
Bl.  Arago,  de  tels  accroissements.  Mais,  pour  les  admettre  dans  la 
théorie  de  la  chaleur,  il  faut  y  être  conduit  par  des  expériences  cer- 
taines, que  j'engage  d'autant  plus  les  physiciens  à  faire,  avec  un  soin 
particulier,  que  plusieurs  observateurs  ont  cru  remarquer  une  dimi^ 
nution  de  chaleur  pour  une  augmentation  de  pression.  Ce  genre 
d'expériences  est  très  délicat,  et  l'on  peut  en  juger  par  les  différences 
que  présentent  les  résultats  des  physiciens  sur  la  chaleur  latente  de  la 
vapeur  aqueuse  formée  sous  la  pression  de  o'",7G.  M.  de  Rumford  la 
trouve  égale  à  367  ou  capable  d'élever  de  1°  la  température  de  5G78 
d'eau,  tandis  que  M.  Southern  et  d'autres  physiciens  ne  l'ont  trouvée 
que  de  532  à  peu  près. 

J'observerai,  en  finissant,  que  la  supposition  précédente,  et  qui  me 
parait  très  naturelle,  que  l'action  du  calorique  d'une  molécule  B  de 
gaz  sur  le  calorique  d'une  molécule  A  de  gaz  et  sur  cette  molécule  A 
n'est  point  modifiée  par  la  nature  de  ces  molécules,  simplifie  les  for- 
mules que  j'ai  publiées  dans  la  Connaissance  des  Temps  de  1824  (')• 

(I)  OEmres  de  Laplace.  T.  XIII. 
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E\\(>  diminue  lo  nombre  des  constantes  ;i  déterminer  par  l'expérience. 
Je  donnerai,  dans  la  Connaissance  ries  Temps  de  1825  ('),  de  nouveaux 
développements  de  ces  formules  et  leur  comparaison  avec  les  expé- 
riences déjà  faites  et  avec  celles  que  plusieurs  physiciens  préparent 
sur  cet  objet. 

(')  QEmres  de  Lnp/acc,  T.  XIII. 


SUR  LA 

RÉDUCTION  DE  LA  LONGUEUR  DU  PENDULE, 

AU   NIVEAU    DE   LA   MER. 


Annales  de  Chimie  cl  de  P/ij-.sii/iie,  t.  XX}Ç;  i8>5. 


Définissons  d'abord  \o  niveau  de  la  mer  relatif  à  un  point  quel- 
conque des  continents.  Pour  m'en  former  une  idée  juste  j'ai  iniai;iné, 
dans  le  Livre  XI  de  la  Mécanique  céleste  ('),  un  fluide  extrêmement 
rare,  répandu  autour  de  la  Terre,  très  peu  élevé  au-dessus  de  la  sur- 
face, mais  assez  élevé  pour  en  embrasser  les  plus  hautes  montagnes  : 
telle  serait  l'atmosphère  terrestre  réduite  à  sa  moyenne  densité.  Je  le 
nommerai,  par  cette  raison,  atmosp/ière.  J'ai  fait  voir,  dans  le  Livre 
cité,  que  les  points  de  cette  atmosphère  sont  tous  à  la  même  hauteur 
au-dessus  de  la  surface  de  la  mer.  Je  conçois  donc  cette  surface  pro- 
longée dans  l'intérieur  du  continent,  de  manière  à  remplir  la  même 
condition,  celle  d'avoir  tous  ses  points  également  abaissés  au-dessous 
d(>  la  surface  de  l'atmosphère;  elle  sera  ce  que  je  nomme  surface  de 
niveau  de  la  mer  ;  la  distance  verticale  d'un  point  du  continent  à  cette 
surface  est  ce  que  j'entends  par  sa  hauteur  au-dessus  du  niveau  de  la 
mer. 

Cette  hauteur  peut  être  déterminée  de  deux  manières.  Si  l'on  ima- 
gine dans  un  plan  quelconque,  à  partir  d'un  point  du  continent  jnsqu'à 

(1)  OEiares  de  Laplacc,  T.  V,  p.  (i-i. 
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la  mer,  iiiic  suite  do  vorticalos  très  rapprochées,  que  l'on  joigne  le 
pied  de  chaque  verticale  à  la  verticale  voisine  par  une  ligue  horizon-- 
taie,  la  somme  des  parties  de  ces  verticales,  comprises  entre  les  lignes 
horizontales  et  la  surface  de  la  Terre,  sera  la  hauteur  du  point  au- 
dessus  du  niveau  de  la  mer  que  donne  une  suite  de  nivellements.  Ot(e 
somme  est  la  dillerence  des  deux  verticales  extrêmes  prolongées  jus- 
qu'à la  surface  de  ratmos[)hére.  En  edet,  il  est  facile  de  prouver  (juc 
la  direction  de  la  pesanteur  est,  aux  quantités  près  du  second  ordre, 
la  mémo  au  pied  de  chaque  verticale  et  au  point  où  son  prolongement 
coupe  la  surface  de  l'atmosphère  à  laquelle  elle  est  perpendiculaire 
par  la  condition  de  l'équilibre.  .Te  nomme  quantité  du  premier  ordre  le 
rapport  de  la  hauteur  de  l'atmosphère  au  rayon  terrestre.  La  ligne 
horizontale  qui  joint  le  pied  d'une  verticale  à  la  verticale  voisine  est 
donc  parallèle  à  la  ligne  qui  joint  les  points  où  ces  verticales  coupent 
la  surface  de  l'atmosphère;  d'où  il  est  Au'ile  de  conclure  que  la  dilfé- 
rcnce  des  deux  verticales  extrêmes  est  égale  à  la  hauteur  du  point 
au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  déterminée  par  le  nivellement.  Le  ba- 
romètre fait  connaître  cette  différence  et  donne  ainsi  un  second  moyen 
d'obtenir  la  hauteur  du  point  au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  hauteur 
évidemment  égale  à  la  distance  verticale  de  ce  point  à  la  surface  du 
niveau  de  la  mer  telle  que  nous  l'avons  définie. 

De  là  il  suit  qu'en  diminuant  la  longueur  du  pendule  à  secondes, 
observée  à  un  point  du  continent,  du  double  de  son  produit  par  la 
dislance  verticale  du  point  à  la  surface  de  l'atmosphère,  le  rayon  ter- 
restre étant  pris  pour  unité,  on  aura  cette  longueur  telle  qu'on  l'ob- 
serverait au  point  correspondant  de  cette  surface.  En  augmentant  la 
même  longueur  du  double  de  son  produit  par  la  hauteur  du  point 
au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  on  aura  cette  longueur  réduite  à  ce 
niveau. 

Imaginons,  par  exemple,  que  la  Terre  soit  une  sphère  recouverte  en 
partie  par  la  mer  dont  nous  supposons  la  densité  très  petite  par  rap- 
port à  la  moyenne  densité  de  la  Terre.  Un  calcul  fort  simple  fait  voir 
que,  dans  ce  cas,  la  mer  recouvrira  l'équateur  et  qu'elle  s'étendra 

Of.twres  lie  L.  —  XIV.  4o 
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cgalemcnt  vers  chaque  pôle  dont  elle  approchera  d'autant  plus  que 
son  volume  sera  pkis  considérable.  Les  surfaces  de  la  mer  et  de 
l'atmosphère  seront  elliptiques  et  semblables,  et  leur  aplatissement 
sera  la  moitié  du  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur,  à  l'équa- 
teur.  Les  accroissements  de  la  longueur  du  pendule  à  secondes  sur 
ces  deux  surfaces,  en  allant  de  l'équateur  aux  pôles,  seront  égaux  au 
double  du  produit  de  cette  longueur  par  ce  rapport  et  par  le  carré  du 
sinus  de  la  latitude. 

Si  l'on  conçoit  la  surface  elliptique  de  la  mer  prolongée  dans  l'inté- 
rieur des  continents,  la  distance  d'un  point  à  cette  surface  sera  la 
hauteur  de  ce  point  au-dessus  du  niveau  de  la  mer.  A  mesure  qu'on 
s'avancera  sur  les  continents  vers  les  pôles,  on  montera  sans  s'éloigner 
du  centre  de  la  Terre.  La  longueur  du  pendule  à  secondes  croîtra  sans 
cesse,  mais  la  moitié  moins  qu'à  la  surface  de  l'atmosphère;  en  sorte 
que,  pour  réduire  la  longueur  du  pendule  observée  sur  un  point  du 
continent  à  la  longueur  qu'on  observerait  sur  le  point  correspondant 
de  cette  surface,  il  faut  la  diminuer  de  son  produit  par  le  double  de  la 
distance  mutuelle  de  ces  deux  points,  le  rayon  terrestre  étant  pris  pour 
unité.  Les  deux  surfaces  de  la  mer  et  de  l'atmosphère  étant  partout  à 
la  même  distance,  on  réduira  au  niveau  de  la  mer  la  longueur  du  pen- 
dule observée  sur  le  continent  en  l'augmentant  de  son  produit  par  le 
double  de  la  hauteur  du  point  d'observation  au-dessus  de  ce  niveau. 
Ce  n'est  que  par  une  réduction  semblable  que  l'ellipticité  conclue  de 
la  mesure  des  degrés  terrestres,  ajoutée  à  l'accroissement  de  la  lon- 
gueur du  pendule  sous  le  pôle,  divisée  par  cette  longueur,  forme  une 
somme  égale  à  ^  du  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur,  à 
l'équateur. 

La  règle  précédente  de  réduction  est  générale,  quelles  que  soient  la 
densité  de  la  mer  et  la  figure  du  sphéroïde  terrestre  dans  le  cas  même 
où  cette  figure  serait  discontinue.  On  ne  doit  point,  dans  la  réduction 
de  la  longueur  du  pendule  à  secondes  au  niveau  de  la  mer,  tenir 
compte  de  l'attraction  des  parties  des  continents  qui  s'élèvent  au- 
dessus  de  ce  niveau,  pourvu  que  leurs  pentes  soient  très  petites  et  du 
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même  ordre  que  l'ellipticité  du  sphéroïde  terrestre.  Tel  est  le  cas  de 
la  longueur  du  pendule  observée  à  Paris.  La  hauteur  du  lieu  de  l'ob- 
servation au-dessus  du  niveau  de  la  mer  étant  à  peu  près  ,„^\„„  du 
rayon  terrestre,  pour  rapporter  à  ce  niveau  la  longueur  du  pendule  à 
secondes  sexagésimales,  il  faut  diminuer  cette  longueur  de  -^  de  mil- 
limètre. Dans  tous  les  cas  semblables,  lorsque  les  dimensions  des 
continents  sont  considérables  par  rapport  à  la  hauteur  de  l'atmo- 
sphère, l'attraction  des  parties  des  continents  qui  s'élèvent  au-dessus 
du  niveau  de  la  mer  augmente  à  peu  près  de  la  mémo  quantité  la  pe- 
santeur aux  points  correspondants  des  surfaces  des  continents  et  de 
l'atmosphère.  Si  la  pente  est  rapide,  par  exemple  quand  on  s'élève 
sur  une  montagne,  il  devient  nécessaire  de  considérer  l'attraction  de 
la  montagne;  mais  le  calcul  de  cette  attraction  présente  de  grandes 
difficultés  pour  la  solution  desquelles  on  ne  peut  prescrire  de  règles 
générales.  Il  convient  donc  de  ne  point  faire  usage  des  observations 
faites  dans  de  pareilles  circonstances  pour  avoir  la  figure  de  l'atmo- 
sphère, que  l'on  peut  considérer  comme  la  vraie  figure  de  la  Terre, 
puisque  c'est  elle  que  déterminent  les  mesures  des  degrés  des  méri- 
diens et  des  longueurs  du  pendule  réduites,  comme  nous  venons  de  le 
prescrire,  au  niveau  de  la  mer. 

Rendons  les  résultats  précédents  sensibles  par  un  exemple.  En  sou- 
mettant au  calcul  les  elTets  de  l'attraction  d'un  paraboloïde  élevé  entre 
deux  mers  au-dessus  de  leur  niveau,  on  trouve  que  si  le  rayon  oscula- 
teur  au  sommet  de  ce  paraboloïde  est  fort  grand  par  rapport  à  l'éléva- 
tion de  ce  point,  et  même  à  la  hauteur  de  l'atmosphère,  les  pesanteurs 
à  ce  sommet  et  au  point  correspondant  de  l'atmosphère  seront,  par 
l'attraction  du  paraboloïde,  augmentées  d'une  même  quantité  égale 
à  I  de  la  pesanteur  terrestre,  multipliée  par  la  densité  du  paraboloïde 
et  par  sa  hauteur,  le  rayon  et  la  densité  moyenne  de  la  Terre  étant  pris 
pour  unités.  Il  ne  faut  donc,  pour  réduire  la  longueur  du  pendule  à 
secondes  observée  à  ce  sommet  à  celle  que  l'on  observerait  au  point 
correspondant  de  l'atmosphère,  que  diminuer  la  première  de  ces  lon- 
gueurs de  son  produit  par  le  double  de  la  distance  de  ces  deux  points. 
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et,  pour  la  réduire  au  niveau  de  la  mer,  il  suffit  de  l'augmenter  de  son 
produit  par  le  double  de  la  hauteur  du  paraboloïde. 

11  peut  paraître  singulier  de  ne  point  avoir  égard,  dans  cette  réduc- 
tion, à  l'attraction  du  paraboloïde;  de  ne  considérer,  par  exemple,  que 
l'élévation  de  Quito  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  pour  réduire  à  ce 
niveau  la  longueur  du  pendule  à  secondes  observée  dans  cette  ville. 
On  fera  disparaître  ce  que  cette  réduction  semble  offrir  de  paradoxal 
en  imaginant  dans  l'intérieur  de  la  Terre,  et  très  près  de  sa  surface, 
un  second  paraboloïde  pareil  à  celui  que  nous  venons  de  considérer, 
mais  creux  dans  son  intérieur.  Cette  cavité  diminuera  la  longueur  du 
pendule  à  secondes  observée  au  point  de  la  surface  terrestre  corres- 
pondant au  sommet  de  ce  second  parabaloïde,  de  la  même  quantité 
dont  elle  est  augmentée  au  sommet  du  premier  paraboloïde,  par  l'attrac- 
tion de  ce  corps  supposé  de  même  densité  que  la  partie  de  la  Terre 
remplacée  par  le  second  paraboloïde.  Si  ce  point  de  la  surface  terrestre 
est  au  niveau  de  la  mer,  on  ne  fait  aucune  réduction  à  la  longueur  du 
pendule  à  secondes  que  l'on  y  observe;  on  n'a  point  égard  à  l'attrac- 
tion, si  je  puis  ainsi  dire,  négative  de  la  cavité  formée  par  le  second 
paraboloïde;  on  en  conclut  seulement  l'existence  d'une  cause  locale 
qui  diminue  la  pesanteur  terrestre,  et  dont  on  peut  déterminer  l'inten- 
sité en  comparant  la  longueur  du  pendule  observée  à  ce  point  avec 
celle  qui  résulte  de  l'ensemble  des  observations  de  ce  genre  faites  sur 
un  grand  nombre  de  points  de  la  Terre.  On  doit  ainsi  considérer  les 
parties  vastes  et  élevées  des  continents,  et  les  immenses  cavités  de 
l'intérieur  de  la  Terre,  comme  autant  de  causes  locales  qui  produisent 
des  irrégularités  dans  les  degrés  terrestres  et  dans  la  pesanteur  réduits 
au  niveau  de  la  mer  ou  de  l'atmosphère.  Avoir  égard  aux  effets  de  ces 
causes  est  une  opération  différente  de  la  réduction  au  niveau  de  la 
mer:  c'est  corriger  les  irrégularités  de  la  surface  de  ce  niveau  et  de  la 
pesanteur  à  cette  surface. 

On  peut  déterminer  par  le  calcul  les  changements  que  produirait  à 
la  surface  de  la  Terre  une  cavité  souterraine  dont  la  surface  serait  celle 
d'un  solide  pour  lequel  la  loi  d'attraction  sur  un  point  quelconque 
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oxfôrioiir  serait  foniiuc;  (clli'  es!  uiio  (•avité  olliplique.  Mais  ce  cas 
est  puroment  mathôniati(|U('  et,  dans  la  nature,  ces  cavités  ont  une 
l'orme  irrégulière.  Lorscju'elles  sont  trop  profondes  pour  qu'on  puisse 
Y  pénétrer,  les  irrégularités  (|ue  l'on  observe,  soit  dans  les  distances 
zénithales  des  astres,  soit  dans  la  longueur  du  pendule  à  secondes, 
peuvent  les  faire  reconnaitre.  Par  là,  ce  genre  d'observation  devient 
utile  h  la  Géologie. 
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La  Classe  nous  ayant  chargés,  M.  Flaûy  et  moi,  d'examiner  un  Mé- 
moire (le  M.  Malus  sur  divers  phénomènes  de  la  double  réfraction  de  la 
lumière,  nous  allons  lui  en  rendre  compte.  En  passant  de  l'air  dans  un 
milieu  transparent  non  cristallisé  les  rayons  de  lumière  se  réfractent, 
de  manière  que  les  sinus  de  réfraction  et  d'incidence  sont  constam- 
ment dans  le  même  rapport;  mais,  lorsqu'ils  traversent  la  plupart 
des  cristaux  diaphanes,  ils  présentent  un  singulier  phénomène,  qui 
fut  d'abord  observé  dans  le  cristal  d'Islande,  oi^i  il  est  très  sen- 
sible. 

Un  rayon  tombant  perpendiculairement  sur  une  des  faces  naturelles 
de  ce  cristal  est  divisé  en  deux  parties  :  l'une  traverse  le  cristal  sans 
changer  sa  direction,  l'autre  s'en  écarte  dans  un  plan  parallèle  au  plan 
perpendiculaire  à  la  face  et  passant  par  l'axe  du  cristal,  c'est-à-dire 
par  la  lign(>  (jui  joint  les  sommets  de  ses  deux  angles  solides  obtus. 
Nous  nommerons  section  principale  à' nnQ  face  naturelle  ou  artificielle 
tout  plan  mené  d'une  manière  semblable.  Cette  division  du  rayon 
lumineux  a  généralement  lieu,  relativement  à  une  face  quelconque  et 
quel  que  soit  l'angle  d'incidence.  Une  partie  suit  la  loi  de  la  réfraction 

(')  Fait  il  la  premièro  Classe  de  riiistitul. 

OEuvrcs  lie  !..   —  XIV.  4« 
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ordinaire;  l'autre  partie  suit  une  loi  de  rétraction  extraordinaire,  re- 
connue par  Huygens  et  qui,  considérée  comme  un  résultat  de  l'expé- 
rience, peut  être  mise  au  rang  des  plus  belles  découvertes  de  ce  rare 
génie.  Il  y  tut  conduit  par  la  manière  dont  il  envisageait  la  propaga- 
tion de  la  lumière  qu'il  supposait  formée  par  les  ondulations  d'un 
lluide  éthéré.  Cette  hypothèse,  sujette  à  de  grandes  difficultés,  est 
sans  doute  la  cause  pour  laquelle  Newton  et  la  plupart  des  physiciens 
qui  l'ont  suivi  ne  paraissent  pas  avoir  justement  apprécié  la  loi 
que  Huygens  y  avait  attachée.  Ainsi  cette  loi  a  éprouvé  le  même  sort 
que  les  belles  lois  de  Kepler,  qui  furent  pendant  longtemps  mé- 
connues pour  avoir  été  associées  à  des  idées  systématiques  dont  mal- 
heureusement ce  grand  homme  a  rempli  tous  ses  Ouvrages.  Huygens 
avait  représenté  par  une  construction  géométrique  la  réfraction  extra- 
ordinaire de  la  lumière  dans  le  cristal  d'Islande;  M.  Malus  a  traduit 
cette  construction  en  analyse.  La  formule  très  simple  à  laquelle  il  est 
parvenu  renferme  deux  constantes  indéterminées,  dont  une  est  le 
rapport  du  sinus  de  réfraction  au  sinus  d'incidence  dans  la  réfraction 
ordinaire  du  cristal,  en  sorte  que  sa^  double  réfraction  ne  dépend  que 
de  deux  constantes  comme  la  réfraction  simple  ne  dépend  que  d'une 
seule,  et,  pour  rendre  l'analogie  plus  frappante,  nous  observerons  que, 
si  l'on  fait  passer  par  l'axe  du  cristal  une  face  artificielle  et  si  l'on  con- 
(,'oit  un  plan  perpendiculaire  h  cet  axe,  tous  les  rayons  incidents  sur 
la  surface  et  situés  dans  ce  plan  se  diviseront  en  deux  autres  qui 
seront  réfractés  suivant  la  loi  ordinaire;  mais  le  rapport  des  sinus  de 
réfraction  et  d'incidence  sera  différent  pour  chaque  espèce  de  rayons; 
ces  deux  rapports  sont  les  constantes  dont  nous  venons  de  parler. 
.M.  Malus  les  a  déterminées  plus  exactement  que  ne  l'avait  fait  Huy- 
gens; en  substituant  ensuite  leurs  valeurs  dans  la  formule  et  com- 
parant ses  résultats  ii  ceux  d'un  grand  nombre  d'expériences  très 
précises  et  relatives  aux  faces  naturelles  et  artificielles  du  cristal,  il  a 
trouvé  entre  eux  un  accord  parfait  et  qui  ne  laisse  aucun  doute  sur  la 
vérité  de  la  loi  découverte  par  Huygens.  Nous  devons  à  l'excellent 
physicien,  M.  Wollaston,  la  justice  d'observer  qu'ayant  fait,  par  un 
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iiioyon  fort  iiigéiiicux,  divorscs  expériences  sur  la  double  réfraelion 
(lu  cristal  d'Islande,  il  les  a  trouvées  conformes  à  celte  loi  remar- 
quable. 1/analogie  et  des  expériences  directes  sur  le  cristal  de  l'oclie 
ont  fait  voir  à  M.  Malus  qu'elle  s'étend  encore  à  ce  cristal,  cl  il  est 
extrêmement  vraisemblable  qu'elle  a  lieu  pour  tous  les  cristaux  qui 
réfractent  doublement  la  lumière;  seulement,  les  constantes  dont 
cette  loi  dépend  varient  suivant  la  nature  du  cristal. 

Voici  maintenant  un  phénomène  que  présente  la  lumière  après  avoir 
subi  une  double  réfraction.  Si  l'on  place  à  une  distance  quelconque, 
au-dessous  d'un  cristal  d'Islande,  un  second  cristal  de  la  même  sub- 
stance et  disposé  de  manière  que  les  sections  principales  des  deux 
cristaux  soient  parallèles,  le  rayon  réfracté,  soit  ordinairement,  soil 
oxtraordinairement  par  le  premier,  le  sera  de  la  même  manière  par  le 
second;  mais,  si  l'on  fait  tourner  l'un  des  cristaux  de  manière  que 
leurs  sections  principales  soient  perpendiculaires  entre  elles,  alors  le 
rayon  réfracté  ordinairement  par  le  premier  cristal  le  sera  extraordi- 
naircment  par  le  second  et  réciproquement;  dans  les  positions  inter- 
médiaires, chaque  rayon  émergent  du  premier  cristal  se  divise  en  deux 
antres  à  son  entrée  dans  le  second  cristal.  Lorsqu'on  eut  fait  remar- 
quer ce  phénomène  à  Huygens  il  convint,  avec  la  candeur  qui  carac- 
térise un  ami  sincère  de  la  vérité,  qu'il  était  inexplicable  par  ses 
hypothèses  :  ce  qui  montre  combien  il  est  essentiel  de  les  séparer, 
comme  nous  l'avons  fait,  de  la  loi  de  la  réfraction  extraordinaire  que- 
ce  grand  géomètre  en  avait  déduite.  Ce  phénomène  indique  avec  évi- 
dence que  la  lumière,  en  traversant  le  cristal  d'Islande,  reçoit  deux 
modifications  diverses  en  vertu  desquelles  une  partie  est  réfractée 
ordinairement  et  l'autre  partie  est  réfractée  extraordinairenienl;  mais 
ces  modifications  ne  sont  point  absolues,  elles  sont  relatives  à  la  |)()si- 
lion  des  rayons  par  rapport  au  cristal,  puisqu'un  rayon  rompu  ordinai- 
rement par  un  cristal  est  rompu  extraordinairement  par  un  autre  si 
leurs  sections  principales  sont  perpendiculaires  entre  elles.  On  pcul 
se  former  une  idée  assez  juste  de  ces  modifications  en  supposant,  avec 
Newton,  dans  chaque  rayon  de  lumière,  deux  cotés  opposés  originai- 
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rement  iloués  {l'une  propriété  qui  le  rend  extraordinaire  lorsqu'il  est 
tourné  de  manière  que  leurs  plans  soient  perpendiculaires  à  l'axe  du 
cristal,  et  qui  le  rend  ordinaire  lorsque  ces  plans  sont  parallèles  au 
même  axe.  A  son  entrée  dans  le  cristal  d'Islande,  un  trait  de  lumière 
est  divisé,  par  l'action  du  cristal,  en  deux  rayons  qui  prennent  respec- 
tivement les  deux  positions  précédentes,  et  chaque  rayon,  à  son  émer- 
i^ence,  preiul,  sans  se  diviser,  la  direction  qui  convient  à  la  position 
de  ses  côtés.  Voilà  ce  qu'on  peut  imaginer  de  plus  satisfaisant  pour  se 
représenter  ces  phénomènes,  jusqu'à  ce  que  leur  comparaison  ait  feit 
découvrir  la  loi  des  forces  dont  ils  dépendent. 

Quoi  qu'il  en  soit  de  ces  modifications  singulières,  imprimées  aux 
layons  de  lumière  par  le  cristal  d'Islande,  M.  Malus  a  reconnu  qu'elles 
sont  non  seulement  analogues  dans  les  cristaux  divers,  mais  encore 
parfaitement  identiques.  Ainsi,  en  suhstituanl  à  l'un  des  deux  cristaux 
d'Islande,  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus,  un  cristal  de  roche  ayant 
comme  lui  sa  section  principale  parallèle  à  celle  de  l'autre  cristal,  le 
rayon  réfracté  d'une  manière  par  le  premier  cristal  le  sera  encore  de  la 
même  manière  par  le  second,  et  l'expérience  a  fait  voir  à  M.  Malus  que 
cela  est  généralement  vrai  pour  deux  cristaux  ({uelconques  de  nature 
différente  qui  réfractent  doublement  la  lumière.  Le  moyen  le  plus 
simple  de  s'en  assurer  est  d'observer  la  lumière  d'une  bougie  à  travers 
deux  prismes  formés  de  ces  cristaux;  si  l'on  l'ait  tourner  les  prismes 
l'un  sur  l'autre,  ou  voit  les  quatre  images  qu'ils  formaient  d'abord  se 
réduire  à  deux  quand  les  sections  principales  des  deux  faces  qui  se 
touchent  sont  parallèles. 

A  ce  fait  remarquable  M.  3Ia!us  ajoute  un  autre  fait  plus  remar- 
quable encore  et  qui  consiste  en  ce  que,  sous  un  certain  angle,  la 
lumière  réfléchie  par  la  surface  d'un  corps  diaphane  est  exactement 
modifiée,  comme  si  elle  était  rompue  ordinairement  par  un  cristal 
dont  l'axe  serait  dans  le  plan  d'incidence  et  de  réflexion.  Il  est  facile 
de  s'en  convaincre  en  regardant,  à  travers  un  prisme  de  cristal  d'Is- 
lande, l'image  d'une  bougie  ou  du  Soleil  rélléchie  par  l'eau  sous  un 
angle  d'environ  53°.  On  aperçoit  d'abord  deux  images  qui  conservent 
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;i  peu  près  la  iiicnic  iiilcnsilé  lorsqu'on  lait  tounuu"  le  prisuu';  mais, 
au  delà  d'une  certaine  limite,  une  des  images  s'allaiblil  très  sensible- 
ment et  finit  par  s'éteindre  quand,  par  ce  mouvement  du  prisme,  le 
rayon  rélléchi  se  trouve  dans  la  section  principale  de  la  face  prisma- 
tique qui  le  reçoit.  L'angle  de  réflexion,  nécessaire  poui'  la  dispari- 
tion de  l'image,  varie  avec  la  nature  de  la  substance  rélléchissaiite. 
M.  Malus  l'a  mesuré  avec  soin  pour  diverses  substances;  il  l'a  trouvé 
de  52°45'  pour  l'eau  et  de  :j4"35'  pour  le  verre.  Mais  il  est  fort  sin- 
gulier que  ce  phénomène  n'ait  point  lieu,  du  moins  sensiblement, 
dans  la  réflexion  des  images  par  les  miroirs  métalliques.  ÏM.  Malus  a 
observé  que  cette  réflexion  et  la  réfraction  îles  substances  non  cristal- 
lisées ne  modifient  [)oint,  d'une  manière  sensible,  la  lumière  et  n'al- 
tèrent point  les  moditications  qu'elle  a  reeues.  Pour  analvser  plus 
particulièrement  le  phénomène  que  nous  venons  d'exposer,  M.  Malus 
a  voulu  connaître  directement  ce  que  devient  un  rayon  extraordinaire 
lorsqu'il  tombe  sur  la  surface  d'un  corps  diaphane  sous  l'angle  (jui 
convient  à  la  production  du  phénomène.  Il  était  naturel  de  penser 
qu'aucune  partie  de  ce  rayon  n'est  alors  réfléchie,  mais  qu'il  est 
entièrement  absorbé  par  le  corps,  puisque,  sous  cet  angle,  la  surface 
ne  réfléchit  que  les  rayons  ordinaires.  L'expérience  a  confirmé  ce  ré- 
sultat. M.  Malus  a  disposé  la  section  principale  d'un  cristal  d'Islande 
dans  le  plan  vertical  d'incidence  d'un  rayon  de  lumière;  ensuite,  après 
avoir  divisé  ce  rayon  à  l'aide  de  la  double  réfraction,  il  a  reçu  les  deux 
faisceaux  partiels  sur  la  surface  de  l'eau  et  sous  l'angle  de  32" /jV;  une 
partie  du  rayon  ordinaire  a  été  réfléchie,  mais  aucune  partie  du  rayon 
extraordinaire  ne  l'a  été,  tout  le  rayon  a  pénétré  dans  le  li(|uide.  Imi 
disposant  ensuite  la  section  principale  du  cristal  dans  un  pian  per- 
pendiculaire à  celui  d'incidence,  une  partie  du  rayon  extraordinaire  a 
été  réfléchie,  tandis  (|ue  le  rayon  ordinaire  a  été  totalement  absorbé  ('). 

(')  Depuis  la  lecUiire  de  ce  Rapport,  M.  Malus  a  reconnu,  par  l'expérience,  le  fait 
suivant  qu'on  peut  facilement  ramener  à  la  théorie  des  forces  attractives  et  répulsives 
à  des  distances  insensibles  et  qui  montre  que  les  phénomènes  de  la  double  réfraction 
dépendent  de  semblables  forces.  Une  partie  d'un  rayon  lumineux  qui  a  pénétré  dans  un 
iniHeu  diaphane  est  réfléchie  à  la  surface  par  laquelle  il  sort;  et  cette  réflexion,  sous  un 
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Nous  avons  répété  plusieurs  dos  expériences  par  lesquelles  M.  Malus 
établit  tout  ce  qu'il  avance,  et  nous  pouvons  en  garantir  l'exactitude. 
Son  Mémoire  nous  parait  donc  mériter  l'approbation  de  la  Classe,  soit 
par  l'intérêt  que  présente  son  objet,  l'un  des  plus  délicats  et  des  pins 
curieux  de  la  Physique,  soit  par  la  nouveauté  des  faits,  soit  par  la 
précision  des  expériences,  soit  enfin  par  l'excellente  méthode  qui 
guide  son  auteur,  et  nous  concluons  à  ce  que  ce  Mémoire  soit  imprimé 
dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers. 


cei'Iain  angle,  le  change  en  rayon  ordinaire,  comme  la  réflexion  à  la  surface  d'enlrce 
sous  l'angle  convenable  pour  cel  objet;  le  sinus  du  premier  angle  est  à  celui  du  second 
dans  le  rapport  des  sinus  de  réfraction  et  d'incidence  dans  ce  milieu.  Ainsi,  en  supposant 
les  surfaces  d'entrée  et  de  sortie  parallèles  et  l'angle  d'incidence  à  la  première  surface 
tel  que  le  rayon  rcfléclii  devienne  un  rayon  ordinaire,  le  rayon  réfléchi  par  la  seconde 
surface  sera  pareillement  un  rayon  ordinaire.  On  doit  observer  que  les  angles  d'inci- 
dence, de  réfraclion  et  de  réflexion  sont  ceux  que  le  rayon  forme  avec  la  perpendiculaire 
à  la  surface.  (Note  de  M.  Laplace.) 


MÉMOIRES  DIVERS. 


EXTRAIT 


L'ESSAI  DE  STATIOUE  CHIMIQUE, 


Pau  C.-L.   BEKTHOLLET. 


. . .  Lors  donc  qu'on  comprime  l'air,  il  en  sort  une  (|aantilé  do  calorii|ue 
qui  est  proportionnelle  à  la  diminution  du  volume. 

On  peut  opposer  que,  lorsque  l'air  éprouve  une  comiiression,  l'augmonla- 
tion  de  son  ressort  fait  voir  (|u'il  tient  une  quantité  de  calorique  qui,  étant 
Ini-même  dans  un  état  de  compression,  est  la  cause  de  cet  efi'ori;  ce  <\n\ 
prouve  que  c'est  la  même  riuantilé  de  calorique  (jui  produit  réqiiilihre  de 
température  dans  les  deux  circonstances,  c'est  que,  si  après  avoir  comprimé 
l'air  on  le  remet  en  liberté,  il  se  produit  un  refroidissement  rpii  correspond 
à  la  chaleur  qui  avait  été  dégagée.  S'il  eut  retenu  dans  la  compression  une 
|)lus  grande  quantité  de  calorique  que  celle  qui  convenait  à  la  réduction  de 
son  volume  dans  la  température  donnée,  il  ne  reprendrait  pas  les  dimensions 
qu'il  doit  avoir  sous  la  nouvelle  compression;  il  s'arrêterait  au  terme  où  le 
calorique  comprimé  se  trouverait  en  équilibre  avec  l'action  des  corps  voisins, 
et  il  n'y  aurait  pas  de  refroidissement  dans  ces  corps;  ce  n'est  donc  point  par 
l'effet  du  calorique  plus  comprimé  (|u'il  tend  à  reprendre  son  ])remier  étal. 
Je  ne  puis  que  confirmer  plus  solidement  cette  théorie  par  l'opinion  de 
Laplace,  qui  a  bien  voulu  me  remettre  la  Note  ci-jointe  (Note  V). 


NOTE  V. 

Ou  sait  depuis  longtemps  que,  à  la  même  tompératiire,  le  ressort 
(riiiic  mcnie  quantité  d'air  est  à  très  pou  près  rèciproqtio  à  son  volume. 
(]ette  propriété  est  commune  à  tous  les  gaz  et  même  h  tous  les  lluides 

(')  Paris.  Firmin  Didot,  i"  Partie,  an  \(-iSo3,  p.  1G4. 
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dans  l'état  de  vapeurs.  Il  en  résulte  que,  à  températures  égales,  deux 
molécules  d'air  plus  ou  moins  rapprochées  se  repoussent  toujours 
avec  la  même  force;  en  sorte  que  si  l'on  représente  leur  force  répul- 
sive par  l'action  d'un  ressort  fendu  entre  elles,  la  tension  de  ce  ressort 
est  la  même,  quel  que  soit  leur  écartement  naturel.  Concevons,  en 
efl'et,  une  masse  de  gaz  ou  de  vapeurs  renfermée  dans  une  vessie  qui 
communique  avec  un  tube  recourbé,  en  partie  rempli  de  mercure,  et 
supposons  que  son  ressort  élève  une  colonne  de  o"',75  de  hauteur; 
concevons  ensuite  qu'en  comprimant  la  vessie  on  réduise  le  gaz  à  la 
moitié  de  son  volume;  il  est  visible  que,  dans  ce  nouvel  état,  la  couche 
de  gaz  contigué  à  la  surface  du  mercure  aura  une  densité  deux  fois 
plus  grande  que  dans  son  premier  état  et  qu'il  y  aura,  par  conséquent, 
deux  fois  plus  de  ressorts  appuyés  sur  cette  surface;  ainsi,  puisque 
suivant  l'expérience,  la  hauteur  de  la  colonne  de  mercure  devient 
double,  il  faut  que  la  tension  de  ces  ressorts  soit  la  même;  cette  ten- 
sion ne  change  donc  point  par  le  rapprochement  des  molécules  du 
gaz;  elle  ne  fait  que  multiplier  le  nombre  des  ressorts  appliqués  sur 
une  même  surface. 

De  là  il  suit  que  les  molécules  d'un  gaz  n'obéissent  sensiblement 
qu'à  la  force  répulsive  de  la  chaleur  et  que  leur  action  d'affinité  les 
unes  sur  les  autres  est  très  petite  relativement  à  cette  force.  Ainsi, 
leur  ressort  ne  dépend  que  de  la  température,  et  la  quantité  de  chaleur 
libre  qui  existe  dans  une  masse  de  gaz  ou  de  vapeurs  est,  à  tempéra- 
ture égale,  proportionnelle  à  son  volume;  car,  s'il  y  en  avait  plus  sous 
le  même  volume  dans  l'état  de  condensation  que  dans  celui  de  dilata- 
tion, la  force  répulsive  de  deux  molécules  voisines  en  serait  augmentée. 

En  diminuant  donc  d'un  tiers  ou  de  moilié  le  volume  d'un  gaz,  il 
doit  s'en  dégager  un  tiers  ou  une  moitié  de  la  chaleur  libre  qui  existe 
dans  ses  molécules.  Si  l'on  pouvait  mesurer  exactement  cette  chaleur 
dégagée,  on  en  conclurait  la  quantité  de  chaleur  libre  contenue  dans 
un  volume  donné  de  ce  gaz;  mais  cette  mesure  est  très  difficile  à 
obtenir  au  moyen  du  thermomètre,  soit  parce  qu'une  partie  de  la  cha- 
leur dégagée  se  répand  sur  les  corps  environnants  ou  se  développe  en 
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chaleur  rayonnante,  soit  parce  que  la  masse  du  thermomètre,  quelque 
[)etit  qu'il  soit,  est  fort  grande  relativement  à  celle  du  gaz  qu'on 
condense.  Des  expériences  faites  avec  le  calorimètre  la  donneraient 
d'une  manière  très  précise.  L'effet  de  la  chaleur  ainsi  dégagée  est  sen- 
sible sur  la  vitesse  du  son;  elle  produit  l'excès  de  cette  vitesse  sur 
celle  que  donne  la  théorie  ordinaire,  comme  je  m'en  suis  assuré  par  le 
calcul. 

Il  suit  encore  de  ce  qui  précède  que,  si  l'on  conçoit  des  volumes 
égaux  de  deux  dilférents  gaz  renfermés  dans  deux  enveloppes  de 
même  capacité  et  inextensibles,  si  l'on  suppose  qu'à  une  température 
donnée  le  ressort  de  ces  deux  gaz  soit  le  même  en  augmentant  de  la 
même  manière  leur  température,  l'accroissement  de  leur  ressort  sera 
le  même,  puisqu'il  ne  dépend  que  de  la  température.  Concevons  main- 
tenant que  les  enveloppes  qui  les  contiennent  cessent  d'être  inexten- 
sibles; les  deux  gaz  se  dilateront  jusqu'à  ce  que  leurs  ressorts  soient 
égaux  à  la  pression  de  l'atmosphère  qui  environne  ces  enveloppes,  e( 
comme,  pour  chaque  gaz,  le  volume  est  en  raison  inverse  du  ressort. 
les  deux  gaz  prendront  le  même  volume  et  se  dilateront  également. 
C'est,  en  elfet,  ce  que  le  citoyen  Gay-Lussac  a  constaté  par  un  grand 
nombre  d'expériences.  On  voit,  parce  que  nous  venons  de  dire,  que 
ce  fait  intéressant  est  lié  à  celui  de  l'accroissement  du  ressort  des  gaz 
en  raison  inverse  de  leur  volume  et,  par  conséquent,  à  ce  principe 
général  que  la  force  répulsive  des  molécules  des  gaz  est  indépendante 
de  leur  écartement  mutuel  et  ne  dépend  que  de  la  température. 


NOTE  XVIII. 

Laplace,  que  j'avais  consulté  sur  les  rliaiigenienls  que  l'éliislicilé  dos  gu/ 
éprouve  dans  leur  compression,  me  leiiiit  la  Noie  \  que  je  fis  iinpriinei' 
aussitôt;  après  un  examen  plus  aUenlif,  il  me  donna  celle  que  je  joins  ici;  il 
en  résulte  qu'il  faut  modifier  ce  ([ue  j"ai  exposé  :  que  les  quantités  de  calo- 
rique (pii  sont  contetuies  dans  un  gaz  ne  suivent  pas  les  rapports  des  volumes, 
indépendamment  des  elTets  de  la  compression,  et  que  les  gaz  ne  dilîèreiit  pas 
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(les  liquides  el  des  solides  relaliviement  au  calorique  qu'ils  peuvent  aban- 
donner dans  une  circonstance  et  à  celui  qui  est  retenu  dans  un  plus  grand 
état  de  condensation. 

La  Note  V  de  la  page  245  (')  ayant  été  écrite  à  la  hâte,  j'ai  reconnu 
depuis  son  impression  qu'elle  doit  être  modifiée  :  il  n'est  point  exact 
de  dire  que  la  force  répulsive  de  deux  molécules  voisines  d'un  gaz  est 
toujours  la  même,  à  température  égale,  quelle  que  soit  sa  condensa- 
tion. Cette  force  est  proportionnelle  à  la  température  et  réciproque  à 
la  distance  mutuelle  de  ces  molécules  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la 
racine  cubique  du  volume  du  gaz  dans  ses  divers  états  de  condensation 
ou  de  raréfaction.  Pour  le  démontrer,  considérons  un  volume  de  gaz 
réduit  par  la  compression  à  sa  huitième  partie;  il  y  aura,  dans  ce 
nouvel  état,  quatre  fois  plus  de  molécules  et,  par  conséquent,  quatre 
fois  plus  de  ressorts  appliqués  à  une  surface  donnée;  ainsi,  puisque  la 
pression  est  huit  fois  plus  grande,  il  est  nécessaire  que  la  tension  de 
chacun  de  ses  ressorts  soit  deux  fois  plus  considéi"able;  elle  est  donc 
réciproque  à  la  distance  mutuelle  des  molécules  voisines  qui,  dans  cet 
état,  est  deux  fois  moindre.  Le  raisonnement  (|ui  termine  la  Note  citée 
lie  cette  propriété  générale  à  celle  d'une  dilatation  égale  pour  tous  les 
gaz  par  des  accroissements  égaux  de  température.  Il  paraît  encore  que, 
dans  le  gaz  condensé,  il  y  a  plus  de  chaleur  à  volume  égal,  puisque  le 
ressort  des  molécules  voisines  est  alors  augmenté;  par  conséquent,  si 
le  volume  est  réduit  par  la  compression  à  la  moitié,  il  s'en  dégage 
moins  que  la  moitié  de  la  chaleur  qu'il  contenait  dans  son  premier 
état,  ce  qui  est  conforme  à  l'expérience  et  à  la  vitesse  observée  du  son. 

(')  t'oir  plus  liaiiL,  p.  329. 


RAPPORT 


SUR 

L'OUVRAGE   DE    DU    SÉJOUR   INTITULÉ   : 
ESSAI  SUR  LES  PHÉNOMÈNES 

RELATIFS   AUX 

DISPARITIONS  PÉRIODIQUES  DE  L'ANNEAU  DE  SATURNE' o. 


Nous  Commissaires  nommés  par  l'Académie,  MM.  d'Alembert, 
Borda,  Bézout,  Vandermonde  et  moi,  avons  examiné  un  Ouvrage  de 
M.  du  Séjour  qui  a  pour  titre  :  Essai  sur  les  phénomènes  relatifs  aux 
disparitions  périodiques  de  l'anneau  de  Saturne.  Pour  donner  une  idée 
juste  de  cet  Ouvrage,  il  ne  sera  pas  inutile  d'exposer,  en  peu  de  mots, 
ce  qu'on  avait  déjà  l'ait  et  ce  qu'on  pouvait  désirer  sur  cet  objet  inté- 
ressant. 

L'anneau  de  Saturne  fut,  pour  la  première  fois,  aperçu  par  Galilée 
au  commencement  du  dernier  siècle.  Cet  astronome,  ayant  perfectionné 
les  lunettes  qu'un  heureux  hasard  venait  de  faire  découvrir,  observa, 
aux  extrémités  de  Saturne,  deux  points  lumineux  qu'il  prit  pour  des 
satellites  adhérents  à  la  planète;  mais  il  fut  très  surpris,  2  ans  après, 
de  ne  les  plus  retrouver.  Un  phénomène  aussi  remarquable  fixa  l'atten- 
tion des  astronomes  et  les  étonna  par  les  variétés  singulières  qu'ils  y 
aperçurent  et  par  la  bizarrerie  des  formes  sous  lesquelles  Saturne 
s'offrait  à  leurs  regards.  La  figure,  la  grandeur  et  la  vivacité  de  la 
lumière  des  deux  anses  dont  cette  planète  leur  semblait  accompagnée, 
assujetties  à  des  changements  considérables,  ne  laissaient  entrevoir 
aucune  loi  qui  put  servir  à  faire  connaître  la  nature  de  ces  corps; 

(')  Exlrail  des  rei^istres  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  du  G  septembre  1771". 
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quelquefois  même  ces  auses  disparaissaicut  entièremeut  et  Saturne 
était  vu  rond  comme  les  autres  planètes.  Ces  apparences  étaient  d'au- 
tant moins  explicables  qu'aux  inégalités  qui  tiennent  à  la  nature  du 
phénomène  se  joignaient  encore  les  irrégularités  qui  venaient  de  l'im- 
perfection des  lunettes  dont  ces  premiers  observateurs  faisaient  usage  ; 
aussi  voyons-nous  qu'ils  se  tourmentèrent  inutilement  pendant  plus 
de  l\o  ans  pour  en  deviner  la  cause  jusqu'au  moment  où  le  célèbre 
Huygens,  ayant  porté  l'art  des  télescopes  à  un  degré  de  perfection 
inconnu  avant  lui,  suivit  ces  apparences  avec  plus  d'exactitude  et 
démontra  qu'elles  étaient  produites  par  un  anneau  fort  mince  dont 
Saturne  est  environné.  Le  sentiment  d'IIuygens,  d'abord  combattu  et 
depuis  confirmé  par  toutes  les  observations,  est  aujourd'hui  générale- 
ment adopté;  en  sorte  qu'il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  avec  toute  la 
précision  possible,  au  moyen  des  phénomènes  déjà  observés,  les  élé- 
ments de  cet  anneau  pour  en  conclure  les  phénomènes  qui  doivent 
avoir  lieu  dans  les  siècles  à  venir.  Les  astronomes  ont  imaginé  pour 
cela  dili'érentes  méthodes,  mais  elles  sont  indirectes  et  ne  peuvent 
servir,  tout  au  plus,  qu'à  déterminer  les  apparences  à  un  instant 
donné.  D'ailleurs,  ce  qui  importe  le  plus  dans  ces  recherches  est  de 
fixer  l'attention  des  observateurs  sur  les  phases  de  l'anneau  les  plus 
propres  à  en  constater  les  éléments;  car  on  sait,  et  M.  du  Séjour  a  eu 
plus  d'une  fois  occasion  de  le  remarquer  dans  son  Ouvrage,  que  les 
astronomes  ont  souvent  négligé  des  observations  utiles  pour  n'en  avoir 
pas  connu  l'importance;  or  il  est  visible  que  les  méthodes  Irigonomé- 
triqucs,  limitées  par  leur  nature  à  des  cas  particuliers,  ne  peuvent  rien 
apprendre  sur  cela.  La  loi  générale  de  ces  phénomènes  ne  peut  donc 
être  que  le  résultat  d'une  analyse  très  délicate  et  c'est  l'objet  du  travail 
de  M.  du  Séjour  dont  nous  allons  rendre  compte  à  l'Académie. 

Son  Ouvrage  est  divisé  en  dix-neuf  Sections  que  nous  allons  par- 
courir successivement.  Dans  la  première  il  expose,  en  peu  de  mots, 
les  dinérentes  causes  qui  font  disparaître  l'anneau  de  Saturne  et  les 
problèmes  qu'on  peut  se  proposer  relativement  à  ses  disparitions. 
Deux  circonstances  doivent  le  rendre  invisible  :  la  première  lorsque, 
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passant  par  lo  contre  du  Soleil,  il  ne  reçoit  de  lumière  que  par  sou 
épaisseur;  la  seconde  lorsque  l'œil  de  l'observateur  est  au-dessous  de 
sa  surface  éclairée.  Les  mouvements  de  Saturne  et  de  la  Terre  et  la 
position  de  l'anneau  dans  l'espace  sont,  par  conséquent,  les  seuls  élé- 
ments dont  dépendent  ses  apparences;  mais  comme  on  a  des  moyens 
incomparablement  plus  exacts  que  l'observation  de  ces  phénomènes, 
pour  déterminer  les  mouvements  de  la  Terre  et  de  Saturne,  on  peut  ici 
les  supposer  connus  et  ne  regarder  comme  indéterminée  que  la  posi- 
tion de  l'anneau.  Toutes  les  questions  qu'on  peut  faire  sur  cet  objet 
sont  ainsi  renfermées  dans  les  deux  suivantes  : 

Etant  données  les  phases  observées  à  une  certaine  époque,  quels  étaient 
alors  les  éléments  de  l'anneau  ? 

Etant  donnés  les  éléments  de  l'anneau,  quelles  seront  à  l'avenir  ses 
apparences? 

De  quelque  manière  qu'on  envisage  ces  problèmes,  toutes  les 
équations  auxquelles  on  parvient  doivent  toujours  se  réduire  à  deux  : 
l'une  relative  au  passage  du  plan  de  l'anneau  par  le  centre  du  Soleil  et 
l'autre  relative  à  sou  passage  par  le  centre  de  la  Terre,  puisque  c'est 
uniquement  dans  ces  deux  circonstances  (jue  l'anneau  peut  com- 
mencer à  disparaître  ou  à  reparaître.  Il  n'est  pas  difficile  de  trouver 
ces  deux  équations  avec  toute  la  rigueur  possible;  mais  il  le  serait 
extrêmement  d'en  tirer,  sous  cette  forme,  des  résultats  simples  et  qui 
puissent  faire  connaître  l'ensemble  des  phénomènes.  Heureusement  le 
peu  d'excentricité  de  l'orbite  terrestre  et  l'inégalité  presque  insensible 
du  mouvement  de  Saturne,  tandis  que  le  plan  de  l'anneau  traverse 
cette  orbite,  permettent  de  n'y  avoir  aucun  égard  au  moins  dans  une 
première  approximation.  Les  équations  deviennent,  par  ces  négli- 
gences, d'une  grande  simplicité  sans  perdre  beaucoup  de  leur  exacti- 
tude, et  c'est  dans  cet  état  que  M.  du  Séjour  les  considère.  II  commence 
pardonner,  dans  la  deuxième  Section,  le  moyen  le  plus  facile  pour  v 
parvenir  en  faisant  voir  que  le  problème  se  réduit  à  déterminer  les 
instants  où   deux   corps   mus  uniformément  avec  des  vitesses  quel- 
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conques,  l'un  sur  le  diamètre  d'un  cercle  et  l'autre  sur  sa  circonfé- 
rence, se  trouvent  ;i  la  fois  dans  la  même  ordonnée  et  l'instant  où  le 
corps  mû  sur  le  diamètre  parvient  au  centre.  De  là  naissent  deux 
équations  dont  la  première  est  transcendante  et  renferme  un  arc  de 
cercle  avec  son  cosinus;  la  seconde  est  algébrique  et  du  premier 
degré.  La  discussion  de  celle-ci  n'a,  comme  on  voit,  aucune  difficulté, 
mais  la  première  donne  lieu  à  l'auteur  de  faire,  sur  le  nombre  des 
racines  réelles  dont  elle  est  susceptible,  des  remarques  très  fines  et 
d'autant  plus  importantes  que  les  phases  de  l'anneau  dépendent  de 
ces  racines.  Cette  savante  analyse  est  l'objet  de  la  deuxième  et  de  la 
troisième  Section.  Il  nous  est  impossible  d'en  donner  une  idée,  même 
imparfaite,  sans  figure  et  sans  calcul;  ainsi  nous  nous  contenterons 
d'observer  qu'elle  peut  être  regardée  comme  une  des  applications  les 
plus  délicates  et  les  plus  heureuses  qu'on  ait  encore  faites  de  l'Algèbre 
à  l'Astronomie. 

Dans  la  quatrième  Section,  M.  du  Séjour  applique  son  analyse  aux 
six  planètes  principales  en  observant  cependant  de  la  modifier,  par 
rapport  ii  Jnpiter,  à  cause  de  la  grandeur  de  son  orbite.  Ensuite,  il 
examine,  dans  la  cinquième  Section,  la  légitimité  des  suppositions 
précédentes  relativement  à  la  Terre  et  il  y  démontre  :  i°  que  l'inégalité 
du  mouvement  de  l'anneau  produit,  sur  l'instant  précis  des  phases,  une 
difl"érence  inappréciable  et  qui  ne  va  pas  aux  deux  septièmes  d'un  jour; 
2°  que  la  différence  qui  vient  de  l'ellipticité  de  l'orbite  de  la  Terre  ne 
peut  excéder  4  jours  dans  les  cas  les  plus  défavorables.  Or  ces  quan- 
tités étant  au-dessous  des  erreurs  que  comportent  les  observations,  il 
semble  qu'on  peut  se  dispenser  d'y  avoir  égard,  mais  comme  il  est 
toujours  à  craindre  que  les  erreurs'du  calcul,  en  s'ajoutant  avec  celles 
des  observations,  ne  conduisent  à  des  résultats  éloignés  de  la  vérité, 
le  géomètre  ne  doit,  autant  qu'il  est  possible,  laisser  dans  ses  calculs 
d'autre  incertitude  que  celle  des  phénomènes.  L'auteur  donne  consé- 
quemnient,  dans  la  sixième  Section,  une  méthode  pour  rectifier 
l'inexactitude  résultante  de  l'égalité  supposée  du  mouvement  de  la 
Terre  dans  son  orbite  considérée  comme  circulaire.  Reprenant  ensuite 


RAPPORT  SUR   L'OUVRAGE  DE  DU  SÉJOUR,  ETC.       337 

cette  première  hypothèse,  il  discute  avec  étendue,  dans  les  Sections 
suivantes,  les  phénomènes  qui  ont  lieu  dans  les  noeuds  boréal  et  austral 
de  l'anneau.  Il  y  donne  :  i°  les  symptômes  auxquels  on  peut  connaître 
le  nombre  des  disparitions  par  l'inspection  seule  du  lieu  de  la  Terre  au 
moment  où  le  plan  de  l'anneau  est  tangent  à  son  orbite;  2°  les  équa- 
tions pour  déterminer  l'instant  précis  des  phases  ;  et  comme  l'épaisseur 
de  l'anneau  de  Saturne  n'est  pas  connue,  que  d'ailleurs  l'observateur 
peut  cesser  de  le  voir  quelque  temps  avant  son  passage  par  le  centre 
de  la  Terre  ou  par  celui  du  Soleil,  M.  du  Séjour  observe  avec  raison 
que,  dans  un  calcul  rigoureux,  on  doit  tenir  compte  de  cette  épaisseur 
en  partie  réelle  et  en  partie  hypothétique,  et,  d'après  cette  remarque, 
il  donne  les  équations  relatives  aux  deux  surfaces  antérieure  et  pos- 
térieure de  l'anneau  et  h  un  plan  mené  par  son  centre  parallèlement 
à  ces  surfaces. 

Dans  les  neuvième  et  dixième  Sections  l'auteur  développe  le  calcul 
des  apparitions  et  des  réapparitions  de  l'anneau  de  Saturne  depuis  1600 
jusqu'en  1900.  Non  seulement  il  y  compare  les  observations  déjà  faites 
avec  les  solutions,  mais  il  examine  encore  avec  le  plus  grand  détail 
toutes  les  circonstances  qui  peuvent  accompagner  ces  phénomènes. 
Une  des  plus  remarquables  est  celle  où  l'anneau  tend  à  disparaître, 
quoiqu'il  ne  puisse  y  avoir  de  disparition  réelle,  et  cela  doit  arriver 
toutes  les  fois  que  le  plan  de  l'anneau  approche  très  près  de  la  Terre 
sans  l'atteindre.  M.  Heinsius  est  le  premier  qui  ait  observé  cette  ten- 
dance en  1744'  mais  ce  qu'il  en  dit  se  réduit  à  fort  peu  de  chose  et  la 
véritable  théorie  de  ces  maxima  d'approximation  était  entièrement 
inconnue  avant  les  recherches  de  M.  du  Séjour  dont  elle  n'est  qu'un 
corollaire  extrêmement  simple.  Cette  partie  de  son  Ouvrage,  une  des 
plus  précieuses  pour  les  astronomes,  est  terminée  par  l'examen  d'une 
période  de  5g  ans  qu'on  a  cru  ramener  dans  le  même  ordre,  les 
apparences  de  l'anneau  de  Saturne.  Cette  période,  que  l'inspection 
seule  du  rapport  des  révolutions  de  Saturne  et  de  la  Terre  suffit  pour 
détruire,  est  encore  démontrée  fausse  par  les  résultats  du  calcul, 
puisque,  dans  les  années  1612  et  1G71,  séparées  l'une  de  l'autre  par 

OEuvies  de  L.   —  W\ .  /IS 
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un  intervalle  de  Sp  ans,  les  apparences  n'ont  pas  été  les  mêmes, 
l'anneau  n'ayant  disparu  qu'une  fois  dans  la  première  année  et  deux 
fois  dans  la  seconde. 

Les  recherches  dont  nous  venons  de  présenter  l'analyse  sont 
fondées  sur  la  circularité  de  l'orbite  de  la  Terre  et  sur  l'égalité  du 
mouvement  de  l'anneau  durant  le  temps  des  phénomènes  :  deux  sup- 
positions qui,  comme  nous  l'avons  observé,  s'éloignent  fort  peu  de  la 
vérité.  Dans  les  Sections  suivantes  l'auteur  donne  les  équations  rigou- 
reuses du  problème,  et  il  s'en  sert  pour  déterminer,  soit  par  l'élimi- 
nation, soit  par  des  méthodes  différentielles,  les  éléments  de  l'anneau 
proprement  dits,  c'est-à-dire  son  inclinaison  sur  l'écliptique,  son 
épaisseur  et  la  position  de  ses  nœuds.  Comparant  ensuite  les  observa- 
tions de  1715  et  de  1774,  les  seules  sur  l'exactitude  desquelles  on 
puisse  compter  jusqu'à  présent,  il  donne  les  différents  systèmes  d'élé- 
ments qui  résultent  de  cette  comparaison.  Cette  matière  est  discutée 
avec  le  soin  et  les  détails  qu'exige  son  importance.  M.  du  Séjour  n'a 
rien  négligé  de  ce  qui  peut  avoir  influé  sur  les  phénomènes.  Une  des 
considérations  qu'il  est  le  plus  essentiel  de  ne  pas  négliger  est  celle 
relative  à  l'élévation  plus  ou  moins  grande  du  Soleil  au-dessus  du  pian 
de  l'anneau,  car  il  est  évident  que  nous  devons  le  perdre  plus  tôt  et  le 
revoir  plus  tard  lorsqu'il  nous  réfléchit  moins  de  lumière.  Or  la  hau- 
teur du  Soleil  au-dessus  de  ce  plan  étant  toujours  fort  petite  à  l'instant 
des  phénomènes,  la  lumière  que  l'anneau  reçoit  est  à  très  peu  près 
proportionnelle  à  cette  hauteur.  En  faisant  entrer  cet  élément  dans 
les  calculs,  M.  du  Séjour  trouve  que  les  observations  sont  plus  cohé- 
rentes entre  elles.  Ces  recherches  lui  ont  donné  lieu  de  faire  une 
remarque  intéressante  et  qui  nous  paraît  mériter  l'attention  des  astro- 
nomes. Les  observations  les  plus  exactes  du  mois  d'octobre  1774 
laissent,  sur  l'instant  précis  de  la  disparition,  une  incertitude  de  5  ou 
6  jours,  incertitude  qui  n'a  point  lieu  pour  les  autres  phénomènes. 
Cette  circonstance  a  fait  soupçonner  à  M.  du  Séjotir  qu'une  des  sur- 
faces de  l'anneau  est  peut-être  moins  propre  que  l'autre  surface  à 
réfléchir  la  lumière.  Ce  qui  donne  à  cette  conjecture  beaucoup  de  vrai- 
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semblance  c'est  que,  en  1714.  tlans  les  inènies  circonslances,  on 
retrouve  la  même  incertitude  entre  les  observations.  Cet  accord  très 
remarquable  ne  suffit  pas,  à  la  vérité,  [)Our  décider  un  point  aussi 
délicat  de  la  théorie  de  l'anneau  de  Saturne,  mais  il  doit  rendre  les 
astronomes  attentifs  aux  moyens  de  le  vérifier.  Le  plus  simple  est  la 
comparaison  d'un  grand  nombre  d'observations  faites  dans  le  nœud 
boréal  et  dans  le  nœud  austral  de  l'anneau,  car,  si  les  observations 
difl'èrent  constamment  plus  entre  elles  dans  une  circonférence  que 
dans  l'autre,  on  [lourra  conclure  avec  certitude  que  les  deux  surfaces 
de  l'anneau  sont  inégalement  propres  à  réfléchir  la  lumière. 

L'Ouvra£,e  est  terminé  par  difl'érentes  remarques  sur  l'anneau  de 
Saturne,  sur  une  méthode  pour  déterminer  son  inclinaison  sur  l'éclip- 
tique  et  sur  quelques  autres  circonstances  qui  précèdent  ses  dispari- 
tions ou  qui  suivent  ses  réapparitions.  L'auteur  expose,  en  peu  de 
mots,  les  opinions  des  philosophes  sur  la  formation  primitive  d'un 
phénomène  aussi  extraordinaire  et  ce  qu'on  sait  de  plus  probable  sur 
la  manière  dont  l'anneau  peut  se  soutenir  en  équilibre  autour  de  sa 
planète. 

Tels  sont  les  objets  que  M.  du  Séjour  a  traités  dans  son  Ouvrage  et 
l'on  voit  qu'il  n'a  rien  laissé  à  désirer  sur  la  théorie  des  phases  de 
l'anneau  de  Saturne.  L'élégance,  la  finesse  et  la  simplicité  des  mé- 
thodes dont  il  a  fait  usage  rendent  cet  Ouvrage  très  intéressant  pour 
les  géomètres,  et  la  discussion  dos  phénomènes,  depuis  1600  jus- 
qu'en 1900,  le  rend  nécessaire  aux  astronomes  qui  voudront,  dans  la 
suite,  observer  avec  précision  ces  apparences;  ainsi  nous  croyons  qu'il 
mérite  d'être  imprimé  avec  l'approbation  et  le  privilège  de  l'Académie. 

Signé  : 

d'Alembert,  le  Chevalier  Borda,  Bézout, 
Vandeumoîide.  Lai'Lace. 


LETTRES   INÉDITES 

DE    LAPLACE 

PUBLIÉES  AVEC   UNE  PREMIÈRE   RÉDACTION  DR  SA 

MÉTHODE  POUR  DÉTERMINER  LES  ORBITES  DES  COMÈTES 

ET    UNE 

NOTICE    SUR    LES    MANUSCRITS    DE    PINGRE, 

Par  Ciuri-es  HENRY  (M. 


Les  écrits  de  Laplace  qu'on  va  lire  ont  une  double  origine. 

Les  six  premiers  documents  sont  conservés  à  la  Bibliothèque  de  l'Institut 
dans  les  papiers  de  Condorcet  et  de  d'Alembert  (Ms.  M.  623*),  manuscrits 
que  nous  avons  étudiés  dans  de  précédents  travaux  (-). 

Il  y  est  question  de  la  méthode  de  l'auteur  pour  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles  aux  différences  infiniment  petites  et  aux  différences 
finies  qui  admettent  une  solution  générale,  du  problème  de  l'équilibre  des 
sphéroïdes  homogènes,  du  problème  des  cordes  vibrantes,  les  trois  sujets 
désormais  classiques,  qui  ont  le  plus  vivement  attiré  l'attention  des  géo- 
mètres vers  la  fin  du  xviii»  siècle  :  c'est  assez  préciser  le  degré  de  leur  intérêt 
qui,  d'ailleurs,  sera  toujours  actuel,  en  ce  qu'ils  touchent  à  la  métaphysique 
de  la  Science. 

La  Lettre  de  Laplace  à  d'Alembert  du  i5  novembre  1777  est  piquante;  sans 
doute  que  le  vieux  géomètre  s'était  alarmé  de  cette  déclaration  du  jeune 
auteur  au  sujet  du  problème  des  oscillations  d'un  fluide  de  peu  de  profon- 
deur sur  une  planète  immobile  :  «  On  trouvera  dans  ces  Recherches  la  solu- 
»  lion  rigoureuse  de  ce  même  problème  quelle  que  soit  la  densité  du  fluide 

(')  BuUetino  di  Bibliografia  e  di  Storia  délie  Sciertze  matemadclie  e  fisiche.  T.  XIX, 
avril  1886. 
(2)  Ibid..  T.  XVI,  mai  i883;  T.  XVIII,  septembre-décembre  i885;  T.  XIX,  mars  1886. 
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»  el  le  mouvement  de  l'astre  attirant.  »  Laplace  lui  envoie  une  addition 
llalteuse  à  l'adresse  des  Réflexions  sur  la  cause  des  vents. 

Les  quatre  pièces  suivantes  sont  conservées  à  la  Bibliothèque  Sainte-Gene- 
viève dans  les  manuscrits  de  Pingre. 

Le  manuscrit  dont  nous  extrayons  les  écrits  de  Laplace  est  un  in-zi"  oblong 
de  II  feuillets  :  il  y  a  2  feuillets  de  garde  avant  et  après,  i  feuillet  de  garde 
entre  le  Mémoire  et  les  Lettres. 

Ce  Mémoire,  qui  traite  de  la  méthode  pour  déterminer  les  orbites  des 
comètes,  a  tout  l'intérêt  d'une  première  rédaction  originale;  on  peut  s'en 
convaincre  en  le  comparant  avec  les  pages  imprimées  dans  VHistoiie  de 
l'Académie  des  Sciences  pour  1780  (p.  5i  à  66),  avec  le  Chapitre  de  la 
Cométographie  de  Pingre  (T.  II,  p.  824),  où  la  méthode  de  Laplace  est 
exposée,  enfin  avec  l'édition  définitive  de  la  Mécanique  céleste  ('). 

Nous  le  publions  tel  qu'il  se  trouve  dans  le  manuscrit,  les  Lettres  ulté- 
rieures ayant  pour  objet  de  le  rectifier. 


I. 

(Bibliothèque  de  l'Institut,  Ms.  M.  623*.) 


l.  LAPLACE  A  CONDORCET  ("). 

A  l'École  militaire,  ce  3  décembre,  1771. 
Monsieur, 

En  repassant  sur  les  différents  Mémoires  que  j'ai  présentés  jusqu'ici 
à  l'Académie,  j'en  ai  extrait  les  remarques  suivantes  qui  sont  relatives 
à  un  objet  dont  vous  vous  êtes  occupé  dans  le  troisième  Volume  des 
Mémoires  de  Turin  Q),  et  je  prends  la  liberté  de  les  soumettre  à  votre 
examen. 

('  )  OEuvres  de  Laplace,  T.  I.  1878,  p.  243-256.  —  Consulter  ensuite  le  Tome  X,  p.  93 
cl  suivantes. 
(')  Folios  4  et  5.  Sans  adresse. 
(')  Il  s'agit,  sans  aucun  doute,  du  Mémoire  de  Condorcet  intitulé  :  Solution  générale 
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Vous  et  M.  (le  Lagrange  avez  démontré  dans  ces  Mémoires  d'une 
manière  fort  élégante  que  si  l'on  sait  intégrer  l'équation 

^  '  •'  dx  dx^  dx"- 


dx  étant  constant  et  H,  H',  ...  étant  des  fonctions  de  x,  on  pourra 
toujours  intégrer  celle-ci 

..  dv        „,  d-y  ,,„    ,  d"  y 

X  étant  une  fonction  de  x. 

Je  suis  parvenu,  par  une  méthode  assez  singulière,  non  seulement  à 
démontrer  ce  théorème,  mais  encore  à  la  règle  suivante  : 

Soit 

l'intégrale  complète  de  l'équation  (i),  u,  u\  u",  ...  étant  des  intégrales 
particulières  de  cette  équation,  et  C,  C,  C',  ...  étant  des  constantes 
arbitraires,  on  fera 

—  u'  dti  —  u  du'  =   u'  du  —  u  du'  =   u'  du  —  (/  du' 

u   =  j >      "  =  — — = >     "  = = >     •  •  •  ) 

du  du  du 

—  u"  du  —  u  du""  —,       u' du  —  u  du' 

u    =  ; >      «  =  = >      5      •  •  •  ' 

du  du 

—„       a'"  du  —  u  du" 
du 


jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  ainsi  à  former  ^;  soit  alors 
di 

dx  '  .'  . 

et  rinnfydque  de  ce  problème  : 

Une  équation  différentielle  aiLV  différences  infiniment  petites  et  qui  admet  une  solution 
générale  étant  donnée,  trouver  l'intégrale. 

{Mélanges  de  Philosoptde  et  de  Mathématiques  de  la  Société  royale  de  Turin  pour  les 
années  17G6-1769,  etc.,  p.  1-18.) 
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(n  n'étant  pas  ici  exposant,  mais  indiquant  seulement  le  rang  de  z 
dans  la  suite  des  z).  Si.  dans  l'expression  de  3"  '.  on  change  m""' 
en  f<"~',  et  réciproquement,  on  formera  z"~-;  si,  dans  la  même  expres- 
sion de  s"~',  on  change  m"~'  en  «""%  et  récipro(|uement,  on  for- 
mera z"'',  et  ainsi  de  suite,  on  aura 

-h  u'     {(•:     +  fz'     X  cIj.^ 

+  u        (C"     +fz"      Xf/xj 
-f- 

-t- «"-' (c "-'+/%"-«  X  fl'x') 

pour  l'intégrale  complète  de  l'équation  (  2). 

Il  résuite  encore  de  cette  méthode  que  l'intégrale  de  l'équation  (2) 
dépend  toujours  de  l'intégration  de  deux  autres  du  degré  «—  i.  et 
dont  il  n'est  même  nécessaire  que  de  trouver  un  nombre  ri  —  1  d'inté- 
grales particulières. 

La  même  méthode  s'étend  encore  aux  différences  finies. 

Soit  l'équation  différentio-différentielle  aux  différences  finies 

(3)  X'  =  ,y^  +  H-^  v^-*-'  +  iF.K^+^H-. .  .-f-  "~'II'7*+'', 

X"",  FP,  'H-',  ...  étant  des  fonctions  de  x,  et  X-^,  y-^,  H-^.  ...  ne  dési- 
gnant pas  des  puissances  de  X,  y,  H mais  le  a?'*'""'  terme  de  la 

série  des  X,  des  y,  etc.;  qu'on  désigne  par  la  caractéristique  A  les 

différences  finies  et  par  la  caractéristique  V  les  intégrales  finies;  cela 
posé,  soit 

yï=  A"+  'A 'm  +"A"w  -(-. .  .  +  "-'A"-'« 

l'intégrale  de 

(4)  o=7'-f-H''j^'-'H-...-^"-'n'>-'^'', 

u,  u,  "u,  ...  étant  des  intégrales  particulières  de  l'équation  (/i)  et  A, 
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'A,  "A,  ...  étant  des  constantes  arbitraires;  qu'on  fasse 


mA.I  —  ),  a'^=  u\. 


u'—u^.(  — 


jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  former  — ;  qu'on  fasse  ^^  ="  '3;  si  dans 

cette  expression  on  change  "~'«  en  "-^u,  et  réciproquement,  on  for- 
mera "~^5,  et  ainsi  de  suite;  l'intégrale  de  l'équation  (3)  sera 

*       ■"(      '^^1^} 

■+- 

le  signe  +  ayant  lieu  si  n  est  impair  et  le  signe  —,  s'il  est  pair. 

Je  suis  parvenu,  par  cette  méthode,  non  seulement  à  sommer  très 
directement  les  suites  récurrentes,  mais  de  plus  une  espèce  de  suites 
fort  générales,  dont  celles-ci  ne  sont  qu'un  cas  particulier. 

Toutes  ces  choses  sont  développées  dans  un  Mémoire  que  M.  de 
Fouchy  m'a  promis  de  faire  imprimer  au  plus  tôt  (').  J'aurais  bien 
désiré  que  vos  occupations  vous  eussent  permis  d'y  jeter  un  coup 

(  '  )  Ce  Mémoire  a  pour  litre  :  Recherches  sur  le  calcul  intégral  aux  différences  infini- 
ment petites  et  aux  différences  finies  ;  il  a  élé  inséré  dans  le  Tome  IV  des  Mélanges  de 
Turin  :  l'illustre  géomètre  revient  sur  les  énoncés  de  ces  théorèmes  à  la  fin  de  son 
Mémoire  sur  les  suites  récurro-récurrentes  et  sur  leurs  usages  dans  la  Théorie  des 
hasards  (")  {Mémoires  de  Mathématique  et  de  Physique,  présentés  à  l'Académie  royale 
des  Sciences  par  divers  savants  et  lus  dans  les  assemblées,  T.  VI,  etc.  MDCCLXXIV, 
p.  367-371). 

(«)  OEuvres  de  Laplace,  T.  VIII,  p.  5  et  20  à  24. 
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(l'u'il;  mais  je  sais  lo  peu  de  (oiups  qu'elles  vous  laisseut.  Je  eraiiis 
uiêuie  d'avoir  abusé,  par  cette  Lettre,  de  votre  complaisance,  mais 
j'espère  que  vous  me  pardonnerez  aisément  cette  importunité,  que  je 
vous  prie  d'imputer  au  désir  que  j'ai  de  mériter  votre  amitié. 
Je  suis  avec  estime  et  respect. 
Monsieur, 

Votre  très  humble  et  obéissant  serviteur, 

Laplace. 


2.   LAPLACR  A  CONDORCET  ('). 

,l"ai  reçu,  Monsieur,  la  Mote  que  vous  avez  eu  la  bonté  de  m'envoyer; 
elle  me  parait  très  juste,  et  vous  observez  avec  raison  que  toute  Ibis 
que  l'intégrale  sera  possible  en  termes  finis,  vous  la  Irouveiez  par 
votre  méthode,  qui  me  parait  fort  ingénieuse.  Quand  mon  travail  sera 
fini  sur  cet  objet,  je  me  propose  de  vous  le  communiquer.  J)u  reste, 
on  vous  doit  et  je  vous  rendrai  la  justice  d'observer  que  vous  êtes  le 
premier  qui  ayez  donné  une  méthode  générale  sur  ces  intégrations, 
car  il  me  semble  qu'une  des  raisons  pour  lesquelles  on  n'a  point 
avancé  cette  partie  de  l'Analyse  autant  qu'elle  pouvait  létie,  est 
([u'on  s'est  borné  à  des  méthodes  de  transformations  nécessairement 
limitées. 

Je  vous  prie  de  me  croire  avec  toute  l'estime  et  toute  l'amitié  pos- 
sible, 

IMonsieur, 

Votre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur, 
Laplack. 

(')  Folios  6  et  7.  L'adresse  est  :  A  Monsioiir,  Monsieur  le  Marquis  do  Condorcet, 
Secrétaire  de  rAeadcmic  des  Sciences,  rue  Louis- le-Grand,  à  Paris. 

OF.iwies  tic  L.  —  XIV.  44 
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3.  LAPLACE  A  CONDORCET  ('). 


mouvcnienl  des  nœuds  des  planètes. 
Ce  i5  février  1773. 


Laplace. 


4.  LAPLACE  A  D'ALEMBERT  ('). 

A  Paris,  ce  samedi  1  j  novembre  1777- 
MONSIEIT,    ET    TRÈS    ILLUSTKE    CONFRÈP.E, 

Au  lieu  d'aller  demain  vous  importuner,  comme  je  me  l'étais  pro- 
posé, j'ai  cru  j)lus  à  propos  de  vous  envoyer  l'addition  dont  nous 
sommes  convenus;  d'aillf^urs,  je  n'aurai  plus  demain  mon  Mémoire 
parce  que  je  dois  le  remettre  ce  soir  à  l'Académie,  à  M.  le  Marquis 
(le  Condorcet  (^).  Après  cette  phrase  :  «  C'est  donc,  à  proprement 
))  parler,  à  M.  d'Alembert  qu'il  faut  rapporter  les  premières  recherches 
I)  exactes  qui  aient  paru  sur  cet  important  objet.  Cet  illustre  auteur 
»  s'étant  proposé,  dans  son  excellent  Ouvrage  qui  a  pour  titre  : 
»  Réflexions  sur  la  cause  des  vents,  de  calculer  les  effets  de  l'action 
))  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  notre  atmosphère,  y  détermine  d'une 
»  manière  synthétique  ef  fort  belle  les  oscillations  d'un  fluide  de  peu 
»  de  profondeur  qui  recouvre  une  planète  immobile  au-dessus  de 
»  laquelle  répond  un  astre  immobile;  il  cherche  ensuite  à  déterminer 

(')  Folio  8. 
(2)  Folio  9. 

(^)  Il  s'a_git  des  Recherches  sur  plusieurs  points  du  système  du  Monde  (Mémoires  de 
l'Jcadémie  des  Sciences  de  Paris,   lyy?,  p.  ''>  Cl  siiiv.)  ("). 

(")  OEuvrcs  de  Laplace,  T.  IX,  p.  71. 


LiriTlJES  INÉDITES.  34-7 

»  CCS  oscillalions,  dans  le  cas  où  la  planète  étant  toujours  supposée 

»  immobile,  l'astre  se  meut  uniformément  sur  un  parallèle  à  l'équa- 

»  teur,  et  il  parvient  par  une  analyse  aussi  savante  qu'ingénieuse  aux 

»  véritables  équations  de  ce  problème,  mais  la  difficulté  de  les  inté- 

»  grer  le  force  de  recourir  à  des  suppositions  qui  en  rendent  la  solu- 

»  tion  incertaine.  On  trouvera  dans  ces  recherches  la  solution  rigou- 

»  reuse  de  ce  même  problème,  quels  que  soient  la  densité  du  fluide  et 

»  le  mouvement  de  l'astre  attirant  dans  l'espace.   » 

J'ai  ajouté  ce  qui  suit  (')  : 

«  Au  reste,  je  dois  à  M.  d'Alemliert  la  justice  d'observer  que  si  j'ai 
été  assez  heureux  pour  ajouter  quelque  chose  à  cet  égard,  à  ses 
excellentes  Itéjlexions  sur  la  cause  des  vents,  j'en  suis  principalement 
redevable  à  ces  liéjle.rions  elles-mêmes  et  aux  belles  découvertes 
de  ce  grand  géomètre  sur  la  Théorie  des  fluides  et  sur  le  Calcul 
intégral  aux  différences  partielles  dont  on  voit  les  premières  traces 
dans  l'Ouvrage  que  je  viens  de  citer.  Si  l'on  considère  combien 
les  premiers  pas  sont  difficiles  en  tout  genre,  et  surtout  dans 
une  matière  aussi  compliquée;  si  l'on  fait  attention  aux  progrès 
immenses  de  l'Analyse  depuis  l'impression  de  son  Ouvrage,  on  \\v 
sera  pas  surpris  qu'il  nous  ait  laissé  quelque  chose  à  faire  encore 
et  que,  aidés  par  des  théories  que  nous  tenons  de  lui  presque  toutes 
entières,  nous  soyons  en  état  d'avancer  plus  loin  dans  une  carrière 
([u'il  a  le  premier  ouverte  (-).  » 

j'espère,  mon  cher  Confière,  que  vous  serez  content  de  cette  addi- 
tion; je  suis  très  enchanté  d'avoir  cette  occasion  de  vous  témoigner 
publiquement  mon  estime  et  ma  reconnaissance  :  je  vous  devais  d'ail- 
leurs cette  justice  à  tous  égards,  puis(|u'il  est  vrai  de  dire  que,  sans 
votre  travail  et  sans  les  belles  recherches  que  vous  avez  publiées 
dans  votre  excellent  Essai  sur  la  résistance  des Jluides  et  que  M.  Euler 

(')  Cotle  addition  se  trouve  page  91  du  Volume  précité. 
(2)  OF.uvrcs  (le  Lnplace,  T.  IX,  p.  89  cl  90, 
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;i  depuis  présentées  d'une  manière  fort  simple  et  fort  générale  dans  les 
Mémoires  de  Berlin  et  de  Pétershourg,  je  n'aurais  jamais  osé  entre- 
prendre de  traiter  la  matière  qui  fait  l'objet  de  mes  recherches. 

J'ai  toujours  cultivé  les  Mathématiques  par  goût  plutôt  que  par  le 
désir  d'une  vaine  réputation,  dont  je  ne  fais  aucun  cas.  Mon  plus 
grand  amusement  est  d'étudier  la  marche  des  inventeurs,  de  voir  leur 
génie  aux  prises  avec  les  obstacles  qu'ils  ont  rencontrés  et  qu'ils  ont 
su  franchir;  je  me  mets  alors  à  leur  place  et  je  me  demande  comment 
je  m'y  serais  pris  pour  surmonter  ces  mêmes  obstacles,  et  quoique 
cette  substitution  n'ait,  le  plus  souvent,  rien  que  d'humiliant  pour 
mon  amour-propre,  cependant  le  plaisir  de  jouir  de  leur  succès  me 
dédommage  amplement  de  cette  petite  humiliation.  Si  je  suis  assez 
heureux  pour  ajouter  quelque  chose  à  leurs  travaux,  j'en  attribue  tout 
le  mérite  à  leurs  premiers  efforts,  bien  persuadé  que  dans  ma  position 
ils  auraient  été  beaucoup  plus  loin  que  moi.  Vous  voyez  par  là,  mon 
cher  Confrère,  que  personne  ne  lit  vos  Ouvrages  avec  plus  d'attention 
et  ne  cherche  mieux  à  en  faire  son  profit  que  moi  ;  aussi  personne  n'est 
plus  disposé  à  vous  rendre  une  justice  plus  entière,  et  je  vous  prie  de 
me  regarder  comme  un  de  ceux  qui  vous  aiment  et  qui  vous  admirent 
le  plus.  C'est  dans  ces  sentiments  que  j'ai  l'honneur  d'être,  Monsieur 
et  illustre  Confrère, 

Votre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur, 
Laplace. 


.5.  LAPLACE  A  D'ALEMBERT  ('). 


Vous  avez  eu  raison,  mon  très  cher  et  très  illustre  Confrère,  de  soup- 
çonner que  le  problème  de  l'équilibre  des  sphéroïdes  homogènes  n'est 

(')  Folio  lo.  Adresse  :  A  Monsieur,  .Monsieur  d'Alembort,  de  l'Académie  des  Sciences 
et  Secrétaire  perpéliiel  de  rAcadéinio  française,  au  Louvre. 
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susceptible  que  de  deux  solutions.  En  relisant  vos  belles  remarques 

sur  cet  objet,  je  m'en  suis  assuré  par  la  métliode  suivante,  qui  est 

assez  simple  et  qu'on  peut  employer  avec  avantage,  pour  déterminer 

le  nombre  des  racines  réelles  des  équations  transcendantes  :  je  eonsi- 

.,         ,.   ,        ,    p.         ,•                      (3/i-+ q)  arc  tang/.- —  q/.-      ,      ,  ^ 

(1ère  d  abord  l  équation  20J  = ~ — -r^ — ^^ ^^>  de  la  page  jo 

du  Volume  VI  de  vos  Opuscules  (');  cette  équation  détermine,  par  le 
nombre  des  valeurs  réelles  et  positives  de  k  qui  peuvent  y  satisfaire, 
les  dilFérentes  figures  elliptiques  qui  conviennent  à  l'équilibre;  mais 
il  est  assez  difficile  de  reconnaître  le  nombre  de  ces  racines  à  cause  de 
la  fonction  transcendante  qu'elle  renferme.  Pour  la  faire  disparaître, 
je  mets  l'équation  précédente  sous  cette  forme 

-ttt:; ■ arc  tansA  =  o 

0  A-  +9 

et  je  nomme  0  la  fonction  (  -) 

„  , , ^ arc  taiigA-; 

oA^+9  » 

je  dill'érenlie  cette  fonction  et.  toutes  réductions  faites,  je  trouve 
6  A-^  oA- .  [ &j  A''  -1-  (  I o &)  —  6 )  /■  -  H-  9 (0 ] 


OCp  : 


on  aura  donc 


6A'=tjA 


(3A--+-9)Hn-A-=) 


[wA'*  4-  (lor<)  —  6)A-  ■+-  qu] 

(3A^  +  9)Mi-hA-'-')         ' 


(';  (0  est  un  nuiiibrc  connu  (pii  (It'iiond  do  la  vitesse  de  rotalioii  de  la  sphère  liomo- 
gcne  autour  d'un  de  ses  diamètres. 

Si  a  est  le  demi-axe  do  l'ellipse  qui  devient  cette  sphère  en  devenant  Hiiide.  ma  le 
rayon  de  l'équateur,  l'attraction  au  pôle  sera 

icnf-n    i  . — ; •  , » 

r  =  j  \ \' ni-  —  i  —  arc  taag  y////-  —  1  ; 


ou,  en  faisant  A-  =  sjin-  —  1 ,  on  a 

■).cn{h'-~-i) 
V  =  —■ — Yi ''J^  ~  «""c  tangA-) 


(')  OEuvres  de  Laplace,  T.  II,  p.   jq. 
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rintégrale  étant  supposée  commoncer  avec  h;  cela  posé,  je  construis 
la  courbe  AMNORT  de  manière  que,  l'abscisse  AP  étant  k,  l'or- 
donnée PM  soit 

,Jo,A-H-(>oo,-6)/,=  +9r,>] 


6/,-- 


(3/>--H9)-(i-hA--) 


Il  est  clair  :  i°  que  les  ordonnées  commenceront  et  finiront  par  être 
positives;  2"  que,  si  du  côté  des  valeurs  positives  de  k,  les  seules  que 


nous  devions  considérer  ici,  la  courbe  coupe  l'axe  des  abscisses,  elle 
le  coupera  en  deux  points  N,  R,  tels  que  les  abscisses  AN  et  AR  seront 
déterminées  par  les  deux  racines  positives  de  l'équation 

o  =  (^i  /,'  +  (  I  o  M  —  6  )  k-  +  9  'j)  ; 
cette  équation  donne 


^-\/(^^/-'^ 


pour  que  k-  ait  une  valeur  réelle  et  positive,  il  faut  que  {-^ 5  j    soil 

3 
plus  grand  que  9,  et  que 5  soit  positif;  dans  ce  cas,  les  deux 

valeurs  de  k-  seront  réelles  et  positives,  ce  qui  donnera  pareillement 
pour  k  deux  valeurs  réelles  et  positives;  il  suit  de  là  que  la  courbe  ne 
coupera  point  du  tout  son  axe  ou  qu'elle  le  coupera  en  deux  points  N 
et  R;  il  est  bien  clair  qu'elle  ne  peut  le  couper  qu'en  ces  deux  points, 
du  côté  des  abscisses  positives. 

Maintenant  la  fonction  o  représente  l'aire  de  la  courbe,  et,  pour  que 
cette  fonction  puisse  être  nulle,  il  faut  que  la  courbe  coupe  son  axe  et 
que  l'aire  négative  NOR  excède,  ou  au  moins  soit  égale  a  l'aire  posi- 
tive AMN;  il  doit  donc  exister  alors  un  point  S  tel  que  l'aire  NOS  soit 
égale  à  l'aire  AMN;  mais,  puisque  la  fonction  o  finit  par  être  positive. 
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il  est  clair  qu'il  existe  un  autre  point  Y  tel  que  l'aire  RTV  est  égale  à 
l'aire  liSO,  en  sorte  que  l'aire  o  de  la  courbe  est  nulle  aux  deux  points  S 
et  V,  et  de  plus,  il  est  visible  (|u'elle  ne  peut  être  nulle  qu'à  ces  deux 
points. 

Si  l'aire  AMN  est  égale  ii  l'aire  NOR,  les  deux  points  S  et  V  se  con- 
Ibndent  avec  le  point  R,  et  ce  cas  est  celui  où  l'équation  o  ^  o  cesse 
d'être  possible. 


G.  LAPLACE  A  D'ALEMBERT  ('). 

Ce  dimanche,  lo  mars  1782. 
MO.NSIEUII    ET    TRÈS    ILLUSTRE    CoXFRÈHE, 

.le  suis  très  ilatté  que  mes  RecJierches  sur  les  suites  (-)  aient  pu  fixer 
quelques  moments  votre  attention;  j'aurais  bien  désiré  que  vos  occu- 
pations vous  eussent  permis  de  suivre  l'analyse  que  j'y  donne  du  pro- 
blème des  cordes  vibrantes,  au  moyen  du  Calcul  intégral  aux  dille- 
rences  finies  partielles,  car  il  me  parait  évident,  par  cette  analyse,  que 
toute  figure  initiale  de  la  corde,  dans  laquelle  deux  côtés  contigus  ne 
forment  point  entre  eux  un  angle  fini,  peut  être  admise.  Voici  en  peu 
de  mots  à  quoi  se  réduit  mon  raisonnement  ('). 

Si  l'on  nomma  Yj;^c  l'ordonnée  d'une  corde  vibrante  dont  l'abscisse 
est  x,  t  désignant  le  temps,  il  est  clair  que  la  force  accélératrice  du 
point  de  la  corde  placé  à  l'extrémité  de  cette  ordonnée  sera  propor- 
tionnelle à  la  difTér^nce  seconde  des  trois  ordonnées  qui  répondeni 

(')  l^'olios  12  Cl  i3.  L'adresse  esl  :  A  Monsieur,  Monsieur  d'Alomberl,  de  l'Académie 
des  Sciences  et  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  française,  au  Louvre. 

(')  Il  s'agit  du  Mémoire  sur  les  suites  publié  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  pour  1779,  p.  207-309;  c'est  le  premier  où  Laplaco  ail  considéré  les 
fonctions  génératrices  (  "  ). 

(')  Laplace  traite  la  question  avec  plus  de  développements  dans  sa  Théorie  des  pro- 
babilités {OEuvres  de  Laplace,  T.  Vil,  etc.,  p.  77  et  suiv.). 

(")  OEuvres  de  Laplace,  T.  X,  p.  i  ot  suiv. 
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à  a-  --  dx,  X  cl  -v  -1-  dx,  c'est-à-dire  proportionnelle  à 

yx—dx,  t  —  '^J'x,  I  -+-  J'x+dx.  I  > 

(le  plus,  cette  force  sera,  par  les  principes  de  Dynamique,  proportion- 
nelle h 

cotte  diirérence  seconde  étant  prise  en  ne  faisant  varier  que  le  temps  /  ; 
en  le  mettant  donc,  comme  cela  se  peut,  sous  cette  forme 

on  aura  pour  déterminer  le  mouvement  de  la  corde  l'équation 

J'x,  t+dl  —  'iy'x,  t  -i-  .Vx,  t~dl  =  n-  (  J.r+rf.r,  (  —  2  V^,  i  -+-  J'x-dx.  1 1 . 

a-  étant  un  coefficient  constant.  Cette  équation  convient  incontesta- 
Memenl  à  tous  les  points  de  la  corde,  excepté  aux  deux  extrêmes, 
dont  le  premier  n'a  point  d'ordonnée  antérieure  et  le  second,  d'or- 
donnée postérieure;  mais  ces  deux  points  sont  fixes  par  la  condition 
du  problème.  J'observe  cependant  que,  pour  que  l'équation  précédente 
subsiste,  il  est  nécessaire  que  deux  côtés  contigus  ne  forment  point 
entre  eux  un  angle  fini,  car  au  sommet  de  cet  angle  la  force  accéléra- 
trice, qui  partout  ailleurs  est  finie,  serait  infinie.  La  vitesse  changerait 
donc  brusquement  à  ce  point,  et  l'on  ne  pourrait  plus  y  supposer  la 
force  accélératrice  égale  à  '—j—'  comme  cela  est  nécessaire  pour  que 
l'équation  générale  du  problème  des  cordes  vibrantes  puisse  avoir  lieu. 
Maintenant,  au  lieu  d'intégrer  l'équation  précédente  par  la  consi- 
dération des  infiniment  petits,  ce  qui  peut  laisser  des  doutes  sur  la 
discontinuité  des  fonctions  arbitraires  auxquelles  on  parvient,  je  l'in- 
tègre comme  une  équation  aux  différences  finies  et  dans  laquelle,  par 
conséquent,  dx  et  dt  sont  des  quantités  finies.  Il  est  visible  que,  rien 
n'étant  négligé  dans  cette  intégration,  les  résultats  que  je  trouve  con- 
viennent également  au  cas  de  dx  et  de  dt,  infiniment  petits;  et  comme 
dans  le  cas  général,  la  valeur  de  y^i  se  construit  en  plaçant  alterna- 
tivement, au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe  des  abscisses,  le  polygone 
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3S3 


qui  représente  la  valeur  dejK^-.f  lorsque  t  —  <>,  on  doit  en  conclure  que 
cette  même  construction  a  lieu  lorsque  cLv  et  di  sont  infiniment  petits, 
et  qu'ainsi  la  construction  que  vous  avez  donnée  dans  votre  iMénioire 
sur  les  cordes  vibrantes,  relativement  aux  fonctions  analytiques,  est 
générale,  quelle  que  soit  la  figure  initiale  de  la  corde,  pourvu  qu'aucun 
de  ses  angles  ne  soit  Oui.  Il  ne  me  sera  pas  dilUcile,  présentement,  de 
répondre  ii  la  dinîculté  que  vous  me  faisiez  hier,  à  l'Académie,  sur  la 
force  accélératrice  qui  a  lieu  au  point  de  contact  de  deux  positions  de 
courbes  qui  se  touchent, 

Pour  cela,  je  considère  deux  arcs  de  cercle  I5A  et  B'A  qui  se  touchent 
au  point  A,  et  dont  les  centres  sont  C  et  C.  La  force  accélératrice  au 
point  A  est  en  raison  inverse  du  rayon  oscillateur  ;i  ce  point,  et  comme 


il  appartient  également  aux  deux  arcs  AB  et  AB',  vous  me  demandiez 
lequel  des  deux  rayons  CA  ou  C'A  on  doit  choisir  pour  représenter  la 
force  accélératrice  du  point  A.  Pour  répondre  à  cette  difficulté,  j'ob- 
serverai que,  lorsqu'on  suppose  la  force  accélératrice  inversementpro- 
portionnelle  au  rayon  osculateur  au  point  A,  cela  veut  dire  que  si  l'on 
prend  deux  points  M  et  M',  infiniment  voisins  et  équidistants  de  A,  et 
qu'on  fasse  passer  un  cercle  par  ces  trois  points,  la  force  accéléra- 
trice au  point  A  sera  en  raison  inverse  du  rayon  de  ce  cercle;  cela 
posé,  je  dis  que  cette  force  ne  sera  inversement  proportionnelle  ni 
à  CA,  ni  à  C'A,  parce  qu'aucun  de  ces  deux  rayons  ne  sera  celui  du 
cercle  qui  passe  par  les  trois  points  M,  A,  M';  mais,  si  l'on  pro- 
longe M'C  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  MC  en  0,  0  sera  le  centre  de 
ce  cercle  et  la  force  en  A  sera  réciproque  au  rayon  AO;  or  il  est  facile 

OEurres  ,1c  L.  —  XIV.  t\~i 
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(le  prouver  que  AO  est  égal  aa  produit  des  deux  rayons  CA  et  C'A, 
divisé  par  la  moitié  de  leur  somme.  Il  n'y  a  donc  point  d'ambiguïté 
relativement  à  la  force  accélératrice  du  point  A  qui  sera  toujours  pro- 
portionnelle à  la  différence  seconde  des  trois  ordonnées  qui  passent 
par  les  points  M,  A  et  M'. 

Telles  sont.  Monsieur,  les  réflexions  que  j'ai  l'honneur  de  vous  pré- 
senter sur  une  question  très  délicate,  que  vous  avez  tant  de  fois  agitée, 
et  sur  laquelle  l'opinion  dépend  de  la  manière  dont  on  envisage  le  pro- 
blème; il  est  naturel  de  transporter  au  résultat  de  la  solution  la  conti- 
nuité qu'exige  la  méthode  dont  on  fait  usage  et  qui  souvent  restreint 
la  généralité  de  cette  solution;  aussi  je  ne  suis  point  surpris  que  notre 
illustre  ami,  M.  de  Lagrange,  qui  a  traité  ce  problème  dans  le  Tome  111 
des  Mémoires  de  Turin  par  la  méthode  des  suites  infinies,  ait  cru  la 
•'ontinuité  nécessaire  entre  les  différences  quelconques  des  fonctions 
arbitraires;  mais  la  méthode  des  différences  finies  dans  laquelle  on 
ne  néglige  rien  est  exemptée  de  ces  inconvénients.  Il  m'a  toujours 
semblé  que  M.  Euler  a  été  trop  loin  en  n'assujettissant  à  aucune  con- 
dition les  fonctions  arbitraires;  mais  je  pense  que  vous  avez  été  trop 
circonspect  en  les  restreignant  aux  seules  fonctions  analytiques.  Cette 
circonspection  était  bien  naturelle  dans  l'inventeur  d'un  calcul  qui 
offre  des  résultats  aussi  vastes  et  aussi  inattendus,  mais  vous  ne  devez 
pas  trouver  mauvais  qu'on  vous  prouve  que  votre  calcul  a  beaucoup  plus 
d'étendue  que  vous  ne  lui  en  aviez  soupçonné  d'abord  ;  je  vous  prie  de 
croire  que  personne  ne  sent  mieux  que  moi  l'importance  et  la  beauté 
de  cette  précieuse  découverte,  et  ne  vous  rend  à  cet  égard  une  justice 
plus  sincère,  à  laquelle  je  suis  porté  d'ailleurs  par  le  sentiment  de  la 
reconnaissance  pour  vos  premières  bontés  que  je  n'oublierai  jamais. 

J'ai  l'honneur  d'être  avec  toute  l'estime  et  la  considération  pos- 
sibles, 

Monsieur  et  très  illustre  Confrère, 

Votre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur, 
Laplace 
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1.  MÉTHODE  POUR  DÉTER3IINER  LES  ORBITES  DES  COMÈTES  ('). 

I. 

On  choisira  trois  ou  quatre,  ou  cinq,  etc.  observations  d'une  comète, 
également  éloignées  les  unes  des  autres  autant  qu'il  sera  possible,  et 
pour  la  commodité  du  calcul,  on  les  réduira  toutes  à  la  même  heure 
du  jour,  temps  moyen,  quoique  cela  ne  soit  pas  absolument  néces- 
saire. On  pourra  embrasser,  avec  quatre  observations,  un  intervalle 
de  3o°;  avec  cinq  observations,  un  intervalle  de  30"  ou  /(O",  et  ainsi 
du  reste;  mais  il  faudra  toujours  que  l'intervalle  compris  entre  les 
observations  soit  d'autant  plus  grand  qu'elles  sont  en  plus  grand 
nombre,  atin  de  diminuer  l'influence  de  leurs  erreurs.  Cela  posé, 
soient  6,  6',  6",  6'",  ...  les  ascensions  droites  successives  de  la  comète; 
r,  /•',  r",  r'",  ...  les  déclinaisons  boréales  correspondantes,  les  décli- 
naisons australes  devant  être  supposées  négatives;  on  divisera  la  dil- 
férence  6'—  6  par  le  nombre  des  jours  qui  séparent  la  première  de  la 
deuxième  observation;  on  divisera  pareillement  la  différence  €"—  6' 
par  le  nombre  des  jours  qui  séparent  la  troisième  de  la  deuxième 
observation;  on  divisera  encore  la  différence  6"'— 6"  par  le  nombre 
des  jours  (|ui  séparent  la  quatrième  de  la  troisième  observation,  et  ainsi 
de  suite.  Soit  âë,  o€',  oS",  §€'",  ...  la  suite  de  ces  quotients. 

On  divisera  la  différence   o6'— oê  par  le  nombre  des  jours  qui 
séparent  la  troisième  de  la  première  observation;  ou  divisera  pareil- 

(1)  OEuvrcs  de  Laplacc,  T.  X,  p.  127,  et  T.  I,  p.  243. 
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lomcnt  la  difTérence  oS"—  oÇ'  par  le  nombre  des  jours  qui  séparent  la 
(luatrième  de  la  deuxième  observation;  on  divisera  encore  la  diffé- 
rence oS'"—  oS"  par  le  nombre  des  jours  qui  séparent  la  cinquième  de 
la  troisième  observation,  et  ainsi  du  reste.  Soit  o-S',  0-6",  ...  la  suite 
de  ces  quotients. 

On  divisera  la  différence  S-6'— 0-6  par  le  nombre  des  jours  qu' 
séparent  la  quatrième  de  la  première  observation;  on  divisera  pareil- 
lement la  différence  o-S"—  o-S'  par  le  nombre  des  jours  qui  séparent 
la  cinquième  de  la  deuxième  observation,  et  ainsi  du  reste.  Soitâ^S, 
o'Ç',  o'Ç",  ...  la  suite  de  ces  quotients. 

On  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  former  0"  '  6, 
n  étant  le  nombre  des  observations  employées.  Cela  fait  : 

On  prendra  une  époque  moyenne,  ou  ii  peu  près  moyenne,  entre  les 
instants  des  deux  observations  extrêmes,  et,  en  nommant  i,  i' ,  i" ,  i'",  . . . 
les  nombres  de  jours  dont  elle  précède  chaque  observation,  i,  i',  i",  ... 
devant  être  supposés  négatifs  pour  toutes  les  observations  antérieures 
à  cette  époque,  l'ascension  droite  de  la  comète,  pour  un  nombre,  z,  de 
jours  comptés  depuis  l'époque,  sera  exprimée  par  la  formule 

6  —  j  ôê  -H  ('('  ô-S  —  ii' i"  0^6  -I-  ii' i" i"  o'o  —  ... 

-1-  j  [  00    —  (  /  -H  i'  )  ô-  S  4-  (  il'  -H  /'("'  -t-  i  i"  )  0^  S 

—  ( ii'  i"  -t-  ii'  i'"  -i-  a''  i'"  -+-  i' i" /"'  )  5'  0  +  .  .  .  ] 
-h  5- [ ô- S  —  (i  ^  i' -\-  i" )  0^ ô 

-+-  (  ii'  ■+-  ii"  -+-  ii"  -t-  /'  i"  +  i  i'"  -t-  i"  <"'  )  ô*  S  — .  .  .  ] . 

Les  coefficients  de  —  o6^  -f-  S-S,  —  o''6,  .. . ,  dans  la  partie  indépen- 
dante de  z,  sont  :  1°  le  nombre  i;  2°  le  produit  des  deux  nombres  i 
et  i' ;  3°  le  produit  des  trois  nombres  i,  i',  i";  etc. 

Les  coefficients  de  —  o-ê,  -\-^^^,  —  o'S,  ...,  dans  la  partie  multi- 
pliée pars,  sont  :  1°  la  somme  des  deux  nombres  iali;  2°  la  somme 
des  produits  deux  à  deux  des  trois  nombres  i,  i' ,  i";  3"  la  somme  des 
j)roduits  trois  à  trois  des  quatre  nombres  i,  i',  i",  i'";  etc. 

Les  coefficients  de  —  o'S,  4-0*6,  —  0^6,  ...,  dans  la  partie  multi- 
pliée par  z'^,  sont  :  i"  la  somme  des  trois  nombres  i,  i',  i";  2°  la  somme 
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(les  produits  deux  à  deux  des  quatre  nombres  /,  i' ,  i" ,  i" \   >"  la  somme 
des  produits  trois  à  trois  des  cinq  nombres  i,  i',  i",  i",  r  ;  etc. 

Eu  opérant  de  la  même  manière  sur  les  déclinaisons  de  la  coinéte, 
sa  déclinaison  après  le  nombre  z  de  jours,  depuis  l'époque,  sera  repré- 
sentée par  la  formule  suivante  : 

/■  —  /  ôr  -h  ii'  à-  r  —  /('  i"  o''  r  -+-  W  i" i'"  o*  /•  —  .  .  . 

-t-  -  [ ô/-    —  (  t  -)-  t' )  ô-  /•  +  (  ii'  H-  ii" 4-  i'  i" )  a'  /• 

—  (  //'  i" H-  ii' i!"  -\-  ii" i'"  +  i' i" i'")  ô'' r  —  .  . . ] 
+  :'[o=/-  —  («■  +  i'  -^  i")  o'r 

-+-  ( ii'  -+-  ii"  -h  ii'"  -+-  i'  i"  -t-  i'  i'"  ■+-  i"  i'")o*  r  —  .  .  .  ] . 

On  supposera  ensuite  -  égal  à  un  petit  nombre  de  jours,  de  manière 
({ue  les  termes  multipliés  par  z-  ne  montent  qu'à  un  petit  nombre  de 
minutes,  par  exemple  à  4  ou  5  minutes.  Soit  q  ce  nombre  de  jours;  on 
fera  successivement  r-  =  —  ^,  ^  =  o  et  s  =  ^;  on  aura  ainsi  trois  ascen- 
sions droites  et  trois  déclinaisons  correspondantes  de  la  comète,  éloi- 
gnées l'une  de  l'autre  d'un  même  intervalle  de  temps.  On  pourra  pour 
plus  de  simplicité  fixer  l'époque  à  l'instant  de  l'observation  moyenne, 
si  le  nombre  des  observations  employées  est  impair,  ce  qui  donne 


et  ce  qui  simplifie,  |)ar  conséquent,  les  formules  précédentes.  Cela 
posé,  au  moyen  des  trois  ascensions  droites  et  des  trois  déclinaisons, 
on  calculera  les  trois  longitudes  et  les  trois  latitudes  correspondantes, 
en  ayant  soin  de  porter  la  précision  jus(ju'aux  secondes.  Soient  a,, 
a.  a'  les  trois  longitudes  et  0,,  0,  0'  les  trois  latitudes  boréales,  les 
latitudes  australes  devant  être  supposées  négatives;  on  réduira  en 
secondes  la  (juantité  '^  ~°''  et,  du  logarithme  de  ce  nombre  de 
secondes,  on  retranchera  le  logaritlnne  3,;>jooo8i  (');  on  aura  le 
logarithme  d'un  immbre  que  nous  désignerons  par  a. 

On   réduira  i)areillement  en   secondes  la   (luantité   "  ^  - '^  +  =^i  (.. 

1  r 

(')  OEuvrcs  de  Laplacc,  T.  X,  p.  lo^}. 
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(iii  logarithme  de  ce  nombre  de  secondes,  on  retranchera  le  loca- 
rithme  1,7855911  (');  on  aura  le  logarithme  d'un  nombre  que  nous 
désignerons  par  l>. 

ùt n 

En  réduisant  encore  en  secondes  la  quantité ^  et,  en  retranchant 

du  logarithme  de  ce  nombre  de  secondes  le  logarithme  3,55ooo8i,  on 
aura  le  logarithme  d'un  nombre  que  nous  désignerons  par  h. 

Enfin,    on    réduira   en    secondes    la    quantité    ^-; ^    et,    en 

reti'anchant  du  logarithme  de  ce  nombre  de  secondes  le  loga- 
rithme 1,7855911,  on  aura  le  logarithme  d'un  nombre  que  nous 
désignerons  par  /. 

C'est  de  la  précision  des  valeurs  de  a,  h,  h  et  /  que  dépend  l'exacti- 
tude des  résultats  suivants,  et,  comme  leur  formation  est  très  simple, 
il  faut  choisir  et  multiplier  les  observations,  de  manière  à  les  obtenir 
avec  autant  de  rigueur  que  les  observations  le  comportent. 

Pour  éclaircir  ce  que  nous  venons  de  dire  par  un  exemple,  nous 
choisirons  la  comète  de  1773,  dont  les  observations,  faites  par  31.  Mes- 
sier,  sont  consignées  dans  le  Volume  des  Mémoires  de  l' Académie  pour 
l'année  1774-  Kn  réduisant  à  17'',  temps  moyen  à  Paris,  les  obser- 
vations du  i3  octobre,  du3i  octobre,  du  25  novembre  et  du  i/|  dé- 
cembre 1773,  on  a  : 

Aseonsion  droite 

de  Déclinaison 

la  comète.  boréale. 

1 3  octobre 154.21.40  7.  2.3o 

3i  octobre i65.45.52  i3.33.i5 

25  novembre i8o.33.5i  25.47.45 

14  décembre i9o.3i.33  52.43. i3 

On  conclura  de  ces  observations: 

00=^2280",-,         ôê'=ai3i",2,         cîê"=  i887",2; 

ô-ê=^ — 3",  4767,         ô^o'=r — 5",  5387; 

Ô'ê  =:  —  o",o3326. 

(')  OEuvres  de  Laplacc,  t.  X,  p.  io3. 
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En    prenant   ensuite   pour  époque   le    i3    novembre,   à    17'',    temps 
moyen,  on  aura 

î=:—  3l,  j' =: — l3,  j"=:I2,  j'"  =  3  I  ; 

la  l'orniule  qui  exprime  l'ascension  droite  après  le  nombre  :■  de  jours 
comptés  depuis  l'époque  sera  donc 

173^39' 2  1'  -!-  2l3  1",  93  —  4"»  54  1  3'. 

On  trouvera  pareillement  que  la  déclinaison  sera  exprimée  par  la  for- 
mule 

I S"4 1 ' Il  ' T- 1477", 9 -  -1-  4", 4748 :"■. 

En  faisant  successivement  dans  ces  formules  r.  =  —  G,  ;  =  o  et  :;  =  G, 
on  aura  les  trois  ascensions  droites  et  les  trois  déclinaisons  suivantes  : 


Ascension  droite. 

Doclinaison 

170.    3.2G 

iO.iG'.   5' 

173.39. .11 

18. 41. 11 

'77-  0-1:) 

•u  .  1 1 .40 

En  calculant  ensuite  les  trois  longitudes  et  les  trois  latitudes  corres- 
pondantes, on  trouve 

(Z,  :— l64°2.5'24",  &,  rzrll"    o'34", 

et  =166»  38' 26",  0  =14"  36' 32", 

c<'  =  i68°4i'i8",  0'  =  18"  1.5' 23"; 
d'où  l'on  tire 

a^=o,36o6o5,  l>z=z — 0,277611, 

/t  ^- 0,^612  729,  /  =;      o,o7873-.>,. 

II. 

On  déterminera  la  longitude  de  la  Terre  vue  du  Soleil,  à  l'instant 
qu'on  a  choisi  pour  époque. 
Soient  : 

A  cette  longitude;  ^ 
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H  la  distance  correspondante  de  la  Terre  au  Soleil  ; 

!{■  la  distance  qui  répond  à  la  longitude  A  +  90"  de  la  Terre. 

On  formera  les  trois  équations 

(i)  /•-=     '  . ,,  +  aRxcosfA  —  a)  +  R-, 

.    .  R  siii(.\  —  a)  /  I  I  \        h.r 

(^)  J"^ T^ [W^-F^)~^' 

o=y--\-  rt'.r-H-  (  j  tango + 


cos'''  5  , 


(3) 


2r    (R'—  i)cos(A  —  oc) 

r,  „,        X    .    ,  .          ,       co.s(A  —  a)1 
!rt.rl(R'-i)sui(A-a)H -^ '-\ 


pour  tirer  de  ces  équations  les  valeurs  de  trois  inconnues  x,  y  et  :;, 
il  sera  beaucoup  plus  commode  d'employer,  au  lieu  des  coefficients 
connus,  leurs  logarithmes.  On  fera  une  première  supposition  pour  x: 
on  le  supposera,  par  exemple,  égal  à  l'unité  et  l'on  en  tirera,  au  moyen 
des  équations  (i)  et  (2),  les  valeurs  de  retde  j;  on  substituera  ensuite 
ces  valeurs  dans  l'équation  (3)  et,  si  le  reste  est  nul,  ce  sera  une  preuve 
que  la  valeur  de  x  a  été  bien  choisie;  mais,  si  ce  reste  est  négatif,  on 
augmentera  la  valeur  de  x  et  on  la  diminuera  si  le  reste  est  positif. 
On  aura  ainsi,  au  moyen  d'un  petit  nombre  d'essais,  les  véritables 
valeurs  de  x,  y  et  r.  Mais,  comme  ces  inconnues  peuvent  être  suscep- 
tibles de  plusieurs  valeurs,  il  ûiudra  choisir  celle  qui  satisfait  exacte- 
ment ou  à  peu  près  à  l'équation 


(4) 


/,  ,         l        rt^singcose 

R  sinô  cosG        ,  . 
H — cos(A  —  ( 


il  faudra  même  employer  cette  équation  de  préférence  à  l'équation  (2), 
si  l'on  a  -  >  6,  et  alors  ce  sera  l'équation  (2)  qui  servira  de  véri- 
fication. Ayant  ainsi  les  valeurs  de  x,  y  et  /-,  on  formera  la  quan- 
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tite(') 

n  = y  (y  -+-  /(.r  lanK6)  +  Ry  cos(A  —  ot) 

'        cos-6  -^ 

-f-^rTcR'— i)cos(A-a)-  ïlIliAzLiL^  1  +  Ra.<' sin(A— a)  +  R(R'— i); 
la  distance  périhélie  D  de  la  comète  sera 

le  cosinus  de  l'anomalie  r  de  la  comète  sera 

2D 

COSl'  ^ I, 

r 

d'où  l'on  conclura,  par  la  Table  du  mouvement  des  comètes,  le  temps 
employé  à  parcourir  l'angle  v;  et,  pour  avoir  l'instant  de  son  passage 
par  le  périhélie,  il  faudra  ajouter  ce  temps  ii  l'époque,  si  p  est  négatif, 
et  le  soustraire,  si /j  est  positif,  parce  que,  dans  le  second  cas,  la 
comète  a  déjà  passé  par  son  périhélie  et  que,  dans  le  premier  cas,  elle 
s'en  approche  (*). 

Relativement  à  la  comète  de  177^,  l'époque  étant  fixée,  comme  ci- 
dessus,  au  i3  novembre,  à  17'',  temps  moyen,  on  a 

A  =  .32°  1 1'7", 
R  =0,98837, 
R'=o, 98816; 

les  équations  (i),  (2)  et  (3)  deviennent 

H=       1, 06794 -T- — o,  81 8337. r  +  0,976877, 

y  ^=  —  1,29204      -h  o,384923x  H '  "  J     , 

o  =y--4-  o,  i3oo36x-H-  (0,260646/  H-  o,654355x)^ 

H-  1 ,85i79jy  —  o, 29430g .r  -+-  i  ,02367  —  -; 

(')  l'ingré  a  écrit  ici  : 

xY  .i-li  tans!:9 

ou  =— ^+- _^-(-R2y 

COS-'O  COS.*') 

(- )  I^place  avait  écrit  par  erreur  second  au  lieu  de  premier  et  premier  au  lieu  de 
second. 

OEiwres  de  L.  —  XIV.  46 
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je  trouve  avec  peu  d'essais 

j"  =z       1 ,6oi  i5. 

j  =  — o,34ii3, 
log  /•=;        o,  1900079; 

les  valeurs  satisfaisant,  à  très  peu  près,  à  l'équation  (4),  j'en  conclus 
qu'elles  doivent  être  adoptées  ;  je  forme  donc  à  leur  moyen  la  quan- 
tité jo,  et  je  trouve 

/^  =  0,9448, 
ce  qui  donne 

D  =z  I ,  to434. 

('  =  64°  53' 19"; 

le  signe  de  p  étant  positif,  la  comète  a  déjà  passé  par  son  périhélie, 
d'où  je  conclus  que  ce  passage  a  eu  lieu  le  5  septembre  à2i''i4", 
temps  moyen  à  Paris. 

111. 

On  choisira  trois  observations  éloignées  de  la  comi'te;  en  partant 
ensuite  de  la  distance  périhélie  et  de  l'instant  du  passai^e  de  la  comète 
par  ce  point  déterminés  par  ce  qui  précède,"on  calculera  facilement  les 
trois  anomalies  de  la  comète  et  les  trois  rayons  vecteurs  correspondant 
aux  instants  des  trois  observations.  Soient  «%<'',  ('"ces  anomalies;  celles 
qui  sont  de  côtés  difl'érents  du  périhélie  doivent  être  supposées  de 
signes  contraires.  Soient  encore  /■,  r',r"  les  rayons  vecteurs  correspon- 
dants de  la  comète:  on  aura  les  angles  compris  entre  r  et  r  ,  et  entre  r 
et  r",  en  sousiravant  l'une  de  l'autre  les  an(jmalies  correspondantes. 
Soient  U  le  premier  de  ces  angles  et  U'  le  second.  Nommons  encore  : 

a,  a',  a  "  les  trois  longitudes  géocentriques  observées  de  la  comète  ; 

0,  0',  0"  ses  trois  latitudes  géocentriques  ; 

C,  C,  C"  les  trois  loncritudes  correspondantes  du  Soleil  : 

R,  R',  R"  ses  trois  distances  à  la  Terre  ; 

€,  6',  S"  les  trois  longitudes  héliocentriques  de  la  comète; 

CT,  ct',  gj"  ses  trois  latitudes  héliocentriques. 
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Cela  posé  : 

On  imaginera  la  letlre  S  au  ocnlre  du  Soleil,  la  lettre!  au  centre  de 

la  Terre,  la  lettre  C  au  centre  de  la  comète,  et  la  lettre  C  ii  sa  projection 

sur  le  plan  do  l'écliptique:  on  aura  l'angle  STC  en  prenant  ladillerence 

des  longitudes  géocentri(iues  de  la  comète  et  du  Soleil  ;  en  multipliant 

ensuite  le  cosinus  de  cet  angle  par  celui  de  la  latitude  géocentrique  0 

de  la  comète,  on  aura  le  cosinus  de  l'angle  STC.  Dans  le  triangle  recti- 

liffne  STC,  on  connaîtra  donc  l'angle  STC,  le  coté  ST  ou  R  et  le  côté  SC 

ou  r;  on  aura  ainsi,  par  les  règles  de  la  Trigonométrie  rectiligne, 

l'angle  CST;  on  aura  ensuite  la  latitude  héliocentricjue  ra,  de  la  comète, 

au  moyen  de  l'équation 

siiiÔsinCST 

sincj  = ■    ,.,r^ — ; 

SHiLT!? 

l'angle  TSC  est  le  côté  d'un  triangle  sphérique  rectangle,  dont  l'hypo- 
ténuse est  l'angle  TSC  et  dont  un  des  côtés  est  l'angle  m,  d'où  l'on 
tire  aisément  TSC  et,  par  conséquent,  la  longitude  héliocentrique  6 
de  la  comète.  On  aura  de  la  même  manière  xs' ,  €',  ra"  et  o' ,  et  les  valeurs 
de  Ç,  o'  feront  aisément  juger  si  le  mouvement  de  la  comète  est  direct 
ou  rétrograde. 

En  considérant  les  deux  arcs  de  latitude  tô  et  gt'  réunis  au  pôle  de 
l'écliptique,  ils  y  formeront  un  angle  égala  Ç'  —  6,  et,  dans  le  triangle 
sphéri(jue  formé  par  cet  angle  et  par  les  côtés  90"  —  trr  et  90"  —  ni',  le 
côté  opposé  à  l'angle  o' —  6  sera  l'angle  au  Soleil  compris  entre  les 
deux  rayons  vecteurs  /•  et  /■'.  On  déterminera  facilement  ce  côté  par 
les  analogies  connues  de  la  Trigonométrie  ou  par  la  formule  suivante, 

cosV  =r  cos(c'  —  S)  cosro  cosro'  -1-  siiiro  siiiro'. 

dans  laquelle  V  représente  ce  côté.  En  nommant  pareillement  V  l'angle 
Curnié  par  les  deux  rayons  vecteurs  r  et  r",  on  aura 

cosV'=i  cos(S" —  S)  cosra  cosro"  -+-  sincr  sinro"  ; 
maintenant,  si  la  distance  périhélie  et  l'instant  du  passage  de  la  comète 
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par  ce  point  étaient  exactement  connus,  on  aurait 

V=;U         el         V'=  U'; 
mais,  comme  cela  n'arrivera  presque  jamais,  on  supposera 

„;  =  U_V,         n  —  V'—\'. 

On  fera  ensuite  une  seconde  hypothèse  dans  laquelle,  en  conservant  le 
même  instant  du  passage  par  le  périhélie,  on  fera  varier  la  distance 
périhélie  d'une  petite  quantité,  par  exemple  de  la  cinquantième  partie 
de  sa  valeur,  et  l'on  cherchera  dans  cette  hypothèse  les  valeurs  de  U  —  V 
et  de  U— Y';  soient  alors 

m'=U-V.        „'=U'— v. 

Enfin,  on  formera  une  troisième  hypothèse  dans  laquelle,  en  conser- 
vant la  même  distance  périhélie  que  dans  la  première,  on  fera  varier 
d'un  jour  ou  deux  l'instant  du  passage  par  le  périhélie;  on  cherchera 
dans  cette  nouvelle  hypothèse  les  valeurs  do  U  —V  et  de  U— Y';  soit 

dans  ce  cas 

/«"  =  u  — V,      n"=iy  —  y'. 

Cela  posé,  si  l'on  nomme  u  le  nombre  par  lequel  on  doit  multiplier 
la  variation  supposée  dans  la  distance  périhélie  pour  avoir  la  véritable, 
et  l  le  nombre  par  lequel  on  doit  multiplier  lavariation  supposée  dans 
l'instant  du  passage  par  le  périhélie  pour  avoir  ce  véritable  instant,  on 
aura  les  deux  équations  (  '  ) 

(/  { m  —  m'  )  -h  l(n  —  n'  )  z=  m, 
Il  (  m  —  m"  )  +  l(n  —  /i")  :=z  n; 


(•) 


■  u(ni  —  ;//) 


m  {il  —  //')  —  Il  (m  —  m"  )  =  u(in  —  m' )  {n  —  n"  )  —  ii(n  —  n'  )  (m  —  m"), 

III  in  —  n"  )  —  /;  (  m  —  m"  ) 

"  =  r, 5- j r  • 

(m  —  III  )(n  —  n  )  — ■  (m  —  m  )  (n  —  /(  ) 

Ces  éifualions  sont  de  la  main  de  Pingre,  foir  ci-après  sous  le  n"  4  la  lettre  correc- 
live  de  Laplaee,  où  les  équations  sont  écrites  exactement. 
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d'où  l'on  tire  //  et  /.  par  consé(iuent  la  distance  périhélie  et  le  véritable 
instant  du  passage  de  la  comète  parce  point. 

Si  l'on  nomme /'  la  position   du  nœud  ([ui    serait  ascendant  si  le 
mouvement  de  la  comète  était  droit  (')  et  -p  l'inclinaison  de  l'orbite, 

on  aura 

l.insro'sino  —  taiijïrasinS' 

tang/  =    ; ;; ;^  J 

langro  cosb  —  taugcjcosb 

titnsro' 

sin(6'— y) 

tanKîr"sino  —  lanscrsinS" 

tang/  = 7. ^ : — ^, 

°''       langra"cos6  —  langro  cosS 

tangcj" 


sin(S"  — ./) 

Pour  déterminer  les  anglesy'et  9  d'après  ces  formules,  supposons 
que  l'on  se  serve  des  deux  dernières;  il  est  visible  que  la  tangente  dey 
peut  également  appartenir  aux  deux  angles  I  et  180°  4-  I,  I  étant  le 
plus  petit  des  angles  positifs  auxquels  elle  puisse  appartenir.  Pour 
déterminer  lequel  de  ces  deux  angles  il  faut  employer,  on  observera 
que  o  et  tang  o  doivent  être  positifs  et  qu'ainsi  sin  (^"  —  /)  doit  être 
de  même  signe  que  tang  cï".  Cette  condition  déterminera  l'angleyet 
cet  angle  sera  la  position  du  nœud  ascendant,  si  le  mouvement  de  la 
comète  est  direct;  mais,  si  ce  mouvement  est  rétrograde,  il  faut  ajouter 
180"  à  la  position  précédente. 

L'hypoténuse  du  triangle  sphérique  rectangle  dont  S"— y  et  ni' 
sont  les  côtés  est  la  distance  de  la  comète  au  no*ud  dans  la  troisième 
observation,  et  la  différence  de  cette  hypoténuse  à  l'  est  l'intervalle 
entre  le  nœud  et  le  périhélie;  on  aura  donc  facilement  la  position  du 
périhélie. 

Appliquons  cette  méthode  à  la  comète  de  1773;  pour  cela  nous 
choisirons  les  trois  positions  suivantes  de  la  comète  :  savoir  celle  du 
l'i  octobre,  à  17'',  temps  moyen  à  Paris;  celle  du  3o  décembre,  à  18'', 
temps  moyen,  et  celle  du  i"'  avril  1774.  à  uiidi,  temps  moyen. 

(  •  )  Dioil  pour  direct. 
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Les  observations  donnent  pour  ces  instants  : 

OL  =  i53°4o'22",  0  = —  3''2i't9", 
«'1=176°  6' 'S",  (j' z=  43°4â'/46", 
«"=  237°25'32",         6"=      6i°4-5'2o"; 

on  a  d'ailleurs 

Cj  =6^21°  7'4i',  logR  =9,9983500, 

C  =  9*  9 "59'   3",  logR'=;  9,992563o, 

C"=  o'i  i^^S'Sô",  log'R"=  o,ooo23oi  ; 

on  formera  une  première  hypothèse  dans  laquelle  la  distance  périhélie 
est,  comme  on  l'a  trouvée  ci-dessus,  égale  h  i,io434,  et  l'instant  du 
passage  par  ce  point  est  le  3  septembre,  à  •2i''i4"',  temps  moyen  à 
Paris  ;  on  trouvera  dans  cette  hypothèse  : 

«i=4i°27'o',         «'irr  86°22'39",         (('=:  io6°57'8', 
log/' =:  o,  ioi2io4,         log/'' =  0,3176270,         log7'"=  0,4938384  ; 


partant 

EJ  =- 

g  = 
ce  qui  donne 

partant 


U -t- 44°0'^'39'',         U'^65°3o'8", 
4°3i'   2",         ra' =:    33°43'47"i         ct"=   49''28'i5", 
ii7''59'5i",  c'z=  i42°34'39',  €'=161°   5'44"i 

V  =  44"44'2",       V'=:65°35'47"; 


et,  comme  S' est  plus  grand  ([ue  €,  le  mouvement  de  la  comète  est 
direct. 

On  lormera  ensuite  une  seconde  hypothèse  dans  laquelle  on  suppo- 
sera la  distance  {)érihélie  égale  à  i,iiG34,  et  l'instant  du  passage  par 
le  périhélie,  le  même  que  ci-dessus,  et  l'on  trouvera  dans  cette  hypo- 
thèse 

m'=;i4'6",  «':=(Vîi". 

Enfin,  on  formera  une  troisième  hypothèse,  dans  laquelle,  en  conser- 
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vaut  la  même  distance  périhélie  que  dans  la  première,  on  fera  varier 
dnn  jour  i'instanl  du  passage  par  le  périhélie,  en  le  fixant  au  4  sep- 
tembre, à  2i''i  V";  on  trouvera  dans  cette  hypothèse 

/;("= — ao'Sç)'',         /("  =  —  4'i'i8''- 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  m,  m' réduites  en  secondes,  on 

formera  les  équations 

222- < —   l49«=         697, 

23i9<  —  •]  10  II  —  —  339, 
d'où  Ton  tire 

t^o,l\\i[i,         «-1-1,9190, 

et,  comme  la  variation  supposée  ci-dessus  dans  l'instant  du  passage 
par  le  périhélie  est  d'un  jour,  on  aura  le  véritable  instant  en 
retranchant  du  5  septembre,  21'' i4"',  un  jour  multiplié  par  o,(\l\il\, 
c'est-à-dire  io''35'"37";  en  sorte  que  le  passage  par  le  périhélie  a  eu 
lieu  le  5  septembre,  à  io''38'"23%  temps  moyen  à  Paris.  Pareillement, 
la  variation  supposée  dans  la  distance  périhélie  étant  0,012,  en  la 
multipliant  par  1,919,  on  aura  la  véritable  variation  qui,  ajoutée  à  la 
distance  périhélie  i,io434,  donnera  1,12737  pourlavéritabledistance 
périhélie. 

Au  moyen  de  ces  données,  on  trouvera 

ro=—      4030' 39",         ijj"  —   49" 27' 47", 
ê  =:        I  l8''39'44"ï  o"=:l6l"    6' 19", 

(/"=  106°  2' 46"; 

d'où  il  est  facile  de  conclure  le  lieu  du  nceud  ascendant  dans  4''i''8'44" 
etdans  l'inclinaison  de  l'orbite  de  Gi"i3'2o'.  On  aura  la  distance  de 
la  comète  au  nœud  dans  la  dernière  observation,  en  prenant  l'hypo- 
ténuse du  triangle  rectangle  dont  trs"  et  6"  —  /  sont  les  côtés,  et  dans  le 
cas  présent  €"  — /  —  39''57'35";  d'où  l'on  tire  la  distance  de  la  comète 
au  nœud,  égale  à  Go"7'i5".  Sa  dislance  au  périhélie  étant  de  io6°2'46", 
le  périhélie  est  moins  avancé  sur  l'orbite  que  le  nœud  de  45''55'3i"; 
en  retranchant  donc  cette  quantité  du  lieu  du  noMid,  on  aura,  pour  le 
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lieu    du   périhélio,  a'ia^iS'iS";    on    aura  donc  pour  les  véritables 
éléments  de  l'orbite  de  la  comète  : 

Lieu  du  nœud 4.   1.   8.44 

Inclinaison  de  l'orbite 61 .  i3.  >o 

Lien  du  périliélie 2.15.13.13 

instant  du  passage  par  le  périhélie  le  5  septembre,  à  io''38'"23%  temps 
moyen  à  Paris  : 

Dislance  périhélie 1,12737 

Logariilime  de  celte  distance o,o52o665 

Le  sens  du  mouvement  est  direct. 


2.  LAPLACE  A  PINGRE. 

Ce  jeudi. 
Monsieur  et  cher  Confrère, 

Puisque  vous  voulez  bien  appliquer  à  un  exemple  ma  méthode  pour 
déterminer  les  orbites  des  comètes,  il  est  très  naturel  que  je  cherche 
à  vous  en  faciliter  l'usage.  Dans  l'exemple  que  vous  avez  choisi,  vous 
employez  cinq  observations  équidistantes  et  vous  fixez  l'époque  à  la 
troisième  observation;  ce  cas  étant  beaucoup  plus  simple  que  le  cas 
général,  on  peut  parvenir  plus  aisément  aux  deux  formules  qui 
expriment  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  de  la  comète  après  le 
petit  nombre  :;  de  jours;  je  vous  envoie  pour  cela  les  deux  formules 
suivantes,  dont  je  vous  prie  défaire  usage,  de  préférence  aux  formules 
générales  qui  se  trouvent  dans  la  méthode  que  je  vous  ai  donnée. 

Soient  ê,  ê',  S",  €',  €"  les  cinq  ascensions  droites  successives  obser- 
vées de  la  comète;  i  le  nombre  des  jours  qui  séparent  chaque  obser- 
vation de  sa  voisine  et  qui,  si  je  me  le  rappelle  bien,  dans  votre  exemple 
est  i3;  la  formule  qui  exprimera  l'ascension  droite  de  la  comète,  après 
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le  petit  nombre  z  de  jours  comptés  depuis  l'époque,  sera 

pareillement,  si  l'on  nomme  r,  r' ,  r" ,  r'" ,  r"  les  cinq  déclinaisons  suc- 
cessives observées  de  la  comète,  son  ascension  droite,  après  le  petit 
nombre  :;  de  jours  comptés  depuis  l'époque,  sera 

r  r'"  —  r'        (  r  —  2  r' -^  i  r"  —  r'"-' )'] 

r"-h  z        : i : 

l        21  121  J 

^  [  /■''  —  2  ;■"  -h  r'  _  (r'^  — 4/-''+  6r"— 4/-' + /•)"] 

je  n'ai  point  donné  ces  formules  dans  l'extrait  que  j'ai  eu  l'honneur 
de  vous  communiquer,  pour  ne  pas  le  rendre  trop  long,  mais  elles  se 
trouvent  dans  le  Mémoire  même.  Quand  vous  chercherez  à  corriger 
l'orbite,  il  faudra  employer  la  première,  la  moyenne  et  la  dernière  de 
toutes  les  observations,  mais  je  ne  doute  point  que  du  premier  abord 
vous  ne  trouviez  à  très  peu  près  la  véritable  distance  périhélie  et  le 
vrai  moment  du  passage  de  la  comète  par  ce  point.  J'ai  retourné  de 
toutes  les  manières  possibles  l'analyse  de  ce  problème  pour  parvenir 
à  la  solution  la  plus  simple  et  la  plus  exacte,  et  ce  n'est  qu'après  un 
grand  nombre  de  combinaisons  que  je  me  suis  enfin  arrêté  à  celle  que 
je  vous  ai  donnée.  Je  ne  puis  trop  vous  remercier  de  l'honneur  que 
vous  lui  faites  en  voulant  bien  l'insérer  dans  votre  bel  Ouvrage. 

J'ai  l'honneur  d'être,  avec  toute  l'estime  et  la  considération  pos- 
sibles, 

Monsieur  et  cher  Confrère, 

Votre  très  humble  et  très  obéissant  serviteur, 
Laplace  ('). 

(')  Adresse  :  A  Monsieur,  Monsieur  Pingre,  chanoine  régulier  de  la  Congrégation  do 
France,  à  Sainte-Geneviève. 

OEuvres  de  L.  —  XIV.  4? 
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3.  LAPLACE  A  PINGRE. 


Ce  lundi.  i8  novembre  1782. 


M.  de  Laplace  a  l'honneur  de  faire  mille  compliments  à  son  Con- 
frère, Monsieur  Pingre;  l'équation  (4)  avait  été  mal  écrite.  La  voici 
telle  qu'elle  doit  être  (')  : 


y  :=—  zlh  tang6  + 


/         a'sinÔcosÊ 


2/i  1/1 

H  sinScosÔ        ,  .  ,  /  i 

cos(A  —  a)       ,  — 


2/( 

M.  de  Laplace  ne  doute  point  qu'en  en  faisant  usage.  Monsieur  Pingre 
ne  trouve  à  peu  près  la  même  valeur  de  j  que  par  l'équation  (2). 

Comme  elle  ne  diffère  que  fort  peu  de  l'équation  que  M.  Pingre  a 
déjà  calculée,  il  lui  sera  facile  de  la  vérifier  et  M.  de  Laplace  lui  sera 
obligé  de  sa  complaisance,  s'il  veut  bien  lui  en  apporter  le  calcul  mer- 
credi prochain  à  l'Académie  (-). 


4.  LAPLACE  A  PINGRE. 

M.  de  Laplace  a  l'honneur  de  faire  mille  compliments  à  son  Confrère, 
Monsieur  Pingre.  En  examinant  avec  soin  sa  solution  du  problème  des 
Comètes,  pour  la  faire  imprimer,  il  s'est  aperçu  que  les  deux  équations 
qui  déterminent  /  et  u  ont  été  mal  écrites.  Les  véritables  sont  : 

u(m  —  m')-ht{m  —  m")^zni, 
u{/i   —  n')  -h  t(n   —  n"  )  =  n. 

(')  Cette  équation  (4)  a  été  écrite  exactement  dans  le  Mémoire  de  Ch.  Henry. 
(-)  Adresse  :  A  Monsieur,  Monsieur  Pingro,  chanoine  régulier  de  Sainte-Geneviève  et 
de  l'Académie  des  Sciences,  à  Sainte-Geneviève. 


POUI{    DETKUMINER   LES   OUBITES  DES   COMETES.      371 

M.  de  Laplace  ne  peut  trop  remercier  Monsieur  Pingre  de  la  peine 
qu'il  veut  bien  prendre  d'appliquer  sa  solution  et  de  l'honneur  qu'il 
lui  fait  en  l'insérant  dans  son  bel  Ouvrage  ('  ). 

(•)  Adresse  :  A  Monsieur,  Monsieur  Pingre,  chanoine  régulier  de  la  Congrégation  do 
France  et  de  l'Académie  des  Sciences,  ù  Sainte-Geneviève. 


SUR 

L'EXÉCUTION    DU    CADASTRE 


Archives  parlementaires  de  1787  à  1860,  II'  série,  t.  XIX  ('). 


Messieurs.  les  réflexions  suivantes,  étant  relatives  à  l'exécution  du 
cadastre,  regardent  spécialement  le  gouvernement;  mais  il  m'a  paru 
qu'une  opération,  dont  la  dépense  doit  s'élever  à  100  millions,  mé- 
ritait de  fixer,  pendant  quelques  moments,  l'attention  de  la  Chambre; 
et  j'ai  pensé  que  les  paroles  proférées  de  cette  tribune  seraient  mieux 
entendues. 

Je  n'examinerai  point  s'il  était  possible  d'obtenir  avec  une  précision 
suffisante,  et  plus  promptement  que  par  le  cadastre,  une  égale  répar- 
tition de  l'impôt  territorial.  Le  cadastre  est  bon  en  lui-même;  il  est 
trop  avancé  maintenant  pour  l'abandonner.  Je  ne  veux  ici  qu'indiquer 
les  mesures  propres  à  l'améliorer. 

Sa  partie  topographique  est  celle  qui  exige  le  plus  de  temps  et  de 
dépense.  Lorsqu'on  veut  lever  avec  exactitude  le  plan  d'un  royaume, 
il  n'y  a  qu'une  méthode  qui  malheureusement  n'a  pas  été  suivie  dans 
l'opération  du  cadastre.  Elle  consiste  à  tracer  deux  grandes  lignes 
perpendiculaires  entre  elles  et  dirigées,  l'une,  du  nord  au  sud,  l'autre, 
de  l'est  à  l'ouest.  On  couvre  tout  l'espace  à  mesurer  d'un  réseau  de 
grands  triangles  qu'on  rattache  à  ces  lignes.  En  partageant  ensuite 
chacun  de  ces  triangles  en  triangles  secondaires,  on  descend  jusqu'à 

(')  Chambre  des  Pairs,  séance  du  21  mars  1817.  Discussion  sur  la  loi  de  finances; 
budget  de  1817. 
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l'arpentage  des  communes.  Ainsi  les  mesures  partielles  sont  restreintes 
dans  leurs  écarts  par  les  triangles  (jui  les  circonscrivent;  les  négli- 
gences des  arpenteurs  sont  reconnues  et  rectifiées.  De  là  résulte  un 
système  d'opérations  bon  dans  ses  détails  et  parfait  dans  son  en- 
semble. 

La  France  a  pour  l'exécution  de  ce  système  tous  les  moyens  qu'on 
peut  désirer  :  les  savants  les  plus  capables  de  le  diriger;  un  corps  d'in- 
génieurs-géographes très  instruits,  qui  ont  fait  ce  qu'on  a  de  mieux 
en  ce  genre,  et  auxquels  on  peut  adjoindre  des  officiers  d'artillerie  et 
du  génie.  Le  cadastie  leur  offre  l'occasion  la  plus  favorable  de  s'exercer 
aux  opérations  qu'ils  doivent  exécuter  pendant  la  guerre.  C'est  ainsi 
que  la  Prusse  continue  au  delà  du  Rhin  les  travaux  topographiques  de 
nos  ingénieurs;  elle  ne  peut  pas  suivre  de  meilleurs  modèles. 

Déjà  l'une  des  lignes  fondamentales  dont  je  viens  de  parler  traverse 
la  France  depuis  Dunkerque  jusqu'à  Perpignan.  Une  perpendiculaire 
dirigée  de  Strasbourg  à  Brest  est  commencée.  La  première  de  ces 
lignes,  tracée  avec  une  précision  extrême,  a  été  prolongée  au  delà 
des  Pyrénées,  jusqu'à  l'Ile  de  Formentera,  dans  la  Méditerranée.  Grâce 
aux  soins  éclairés  du  Ministre  de  l'Intérieur  pour  le  progrès  des 
sciences,  cette  ligne  va  s'étendre  au  nord  jusqu'à  Yarmouth.  Le  colonel 
Mudge  qui,  suivant  la  méthode  que  j'ai  citée,  lève  avec  autant  d'habi- 
leté que  de  zèle  les  plans  de  l'Angleterre  et  de  l'Ecosse,  doit  se  réunir 
aux  savants  français  et  concourir  avec  eux  au  prolongement  de  notre 
méridienne,  L'étendue  actuelle  de  ce  grand  arc  comprend  un  septième 
environ  de  la  distance  du  pôle  à  l'équateur.  On  a  observé  les  latitudes 
de  ses  points  extrêmes  et  de  plusieurs  points  intermédiaires,  et  l'on  a 
mesuré  les  longueurs  correspondantes  du  pendule  à  secondes  :  ce  qui 
répand  une  vive  lumière  sur  la  figure  de  la  Terre  et  sur  les  inégalités 
de  ses  degrés  et  de  la  pesanteur.  Cette  opération,  la  plus  belle  de  ce 
genre  qu'on  ait  encore  entreprise,  est  la  base  du  système  métrique  et 
décimal  des  poids  et  mesures,  dont  l'adoption  générale  serait  un  grand 
bienfait  des  gouvernements.  Complément  heureux  de  notre  système 
admirable  de  numération  et,  comme  lui,  convenant  également  à  tous 
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les  peuples,  il  vient  d'être  admis  dans  le  royaume  des  Pays-Bas.  En 
France,  peu  secondé,  quelquefois  contrarié  par  les  autorités,  il  lutte 
cependant  avec  succès  contre  les  obstacles  que  la  puissance  des  habi- 
tudes oppose  à  l'introduction  des  choses  même  les  plus  utiles.  Espé- 
rons que  bientôt  il  surmontera  ces  obstacles.  Alors  il  sera  maintenu 
par  cette  puissance  qui,  jointe  à  celle  de  la  raison,  assure  aux  insti- 
tutions humaines  une  éternelle  durée. 

Je  désire  que  les  ministres  veuillent  bien  prendre  en  considération 
le  plan  que  je  propose.  Il  est  possible  d'y  adapter  la  partie  du  cadastre 
déjà  faite  et  de  l'exécuter  sans  retarder  l'opération,  sans  en  auijmenter 
la  dépense.  Peut-être  même,  le  grand  nombre  d'ingénieurs  géographes 
que  l'état  de  paix  où  nous  sommes  permet  d'employer  à  ce  travail, 
auquel  on  les  voit  avec  peine  étrangers,  rendrait-il  son  exécution  plus 
prompte  et  moins  coûteuse.  Mais  une  commission,'choisie  par  le  gou- 
vernement pour  l'éclairer  sur  cet  objet,  prendrait  les  renseignements 
nécessaires  à  sa  détermination.  Elle  examinerait  jusqu'à  quel  point 
sont  fondés  les  reproches  de  négligence  et  d'incapacité  faits  à  plu- 
sieurs agents  du  cadastre;  elle  indiquerait  les  moyens  de  l'accélérer 
et  de  le  perfectionner. 

Après  avoir  donné,  dans  la  formation  de  la  grande  Carte  de  France, 
un  exemple  que  les  autres  nations  s'empressent  de  suivre,  ne  leur 
soyons  pas  inférieurs,  ne  rétrogradons  point  quand  elles  avancent. 
Conservons  parmi  nous  la  gloire  des  sciences  et  beaux-arts.  Cette 
gloire  douce  et  paisible  a  le  précieux  avantage  de  s'accroître  sans 
diminuer  la  gloire  étrangère  et  d'intéresser  tous  les  peuples,  en  leur 
procurant  de  nouvelles  jouissances. 


SUR  LA 

SUPPRESSION   DE   LA   LOTERIE. 


Archives  parlementaires  de  1787  à  1860,  II'  série,  l.  XW  ('). 


Messieurs,  l'état  des  finances  permet  de  diminuer  les  impôts.  Le 
projet  de  loi  qui  nous  est  présenté  applique  cette  diminution  aux  con- 
tributions directes  et  à  la  retenue  sur  les  traitements.  Cette  dispo- 
sition est-elle  la  plus  avantageuse?  J'ai  l'honneur  de  soumettre  à  la 
Chambre  les  réflexions  suivantes  sur  cet  objet.  Je  n'examinerai  point 
si  la  contribution  directe,  élément  de  notre  système  représentatif, 
étant  mieux  répartie,  serait  dans  une  trop  forte  proportion  avec  les 
autres  impôts.  J'observerai  seulement  qu'il  est  juste  et  conforme  à  ce 
système  de  diminuer  les  grandes  différences  qui  existent  dans  les  rap- 
ports des  contributions  directes  aux  revenus  fonciers,  et  que  le  mode 
adopté  pour  cela  dans  le  projet  de  loi  serait,  avec  quelques  chan- 
gements nécessaires,  le  moins  sujet  aux  réclamations.  Mais  je  pense 
qu'on  ferait  une  chose  bien  plus  utile  en  supprimant  l'impôt  de  la 
loterie. 

Qu'on  se  rappelle  ce  qui  a  été  dit  mille  fois  contre  l'immoralité  de 
ce  jeu  et  sur  les  maux  qu'il  occasionne.  11  est  de  tous  les  jeux  celui 
où,  le  banquier  faisant  les  plus  grands  bénéfices,  les  joueurs  ont,  pour 
la  plupart,  le  moins  de  fortune;  en  sorte  que  son  désavantage,  soit 
physique,  soit  moral,  est  très  supérieur  au  désavantage  que  présentent 

(')  Chambre  des  Pairs,  séance  du  iG  juillet  1819.  Discussion  du  Ijudgst  des  recettes 
de  i8ig. 
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les  autres  jeux  publics  qu'on  ne  tolère  qu'avec  peine  et  pour  éviter  un 
plus  grand  mal.  Dans  ceux-ci,  le  banquier  ne  prélève  qu'un  quaran- 
tième de  la  mise;  au  jeu  de  loterie,  le  gouvernement  en  prélève  le  tiers. 
iS''""  placés  sur  un  extrait  sont  par  là  réduits  à  lo'^'  :  ils  sont  réduits  aux 
deux  tiers  sur  un  ambe,  à  la  moitié  sur  un  terne,  et  fort  au-dessous  sur 
un  quaterne  :  voilà  le  désavantage  physique  de  ce  jeu.  Mais  leur  perte, 
insensible  pour  le  riche,  est  très  sensible  pour  le  plus  grand  nombre 
de  ceux  qui  mettent  à  la  loterie  :  c'est  là  son  désavantage  moral.  Le 
pauvre,  excite  par  le  désir  d'un  meilleur  sort  et  séduit  par  des  espé- 
rances dont  il  est  hors  d'état  d'apprécier  l'invraisemblance,  expose  à 
ce  jeu  son  nécessaire.  Il  s'attache  aux  combinaisons  qui  lui  promettent 
un  grand  bénéfice,  et  l'on  vient  de  voir  combien  elles  sont  défavo- 
rables. Ainsi  tout  concourt  à  rendre  ce  jeu  désavantageux,  tout  nous 
fait  une  loi  de  le  proscrire.  Nous  applaudirions  l'orateur  qui,  pour 
détourner  de  la  loterie  ses  auditeurs,  retracerait  avec  force  les  vols, 
la  misère,  les  banqueroutes  et  les  suicides  qu'elle  enfante.  Hàtons- 
nous  donc  d'abolir  un  jeu  aussi  contraire  à  la  morale,  et  tellement 
désavantageux  aux  joueurs  que  la  police  ne  le  souffrirait  pas  au  nombre 
des  jeux  publics  qu'elle  se  croit  forcée  de  tolérer. 

On  dit  que  les  billets  des  loteries  étrangères  s'introduiraient  parmi 
nous.  Mais  la  surveillance  du  gouvernement  peut  les  arrêter,  ou  du 
moins  les  rendre  si  rares  qu'ils  ne  parviendraient  point  au  peuple  dans 
l'intérieur  du  royaume;  et  l'on  peut  affirmer  qu'avec  un  peu  de  vigi- 
lance les  mises  à  ces  loteries  ne  seraient  pas  un  cinquantième  des 
mises  actuelles  à  la  loterie  de  France.  On  dit  encore  que  cet  impôt  est 
volontaire.  Sans  doute  il  est  volontaire  pour  chaque  individu;  mais, 
pour  l'ensemble  des  individus,  il  est  nécessaire;  comme  les  mariages, 
les  naissances  et  tous  les  effets  variables  sont  nécessaires,  et  les 
mêmes  à  peu  près,  chaque  année,  lorsqu'ils  sont  en  grand  nombre; 
en  sorte  que  le  revenu  de  la  loterie  est  au  moins  aussi  constant  que  les 
produits  de  l'agriculture. 

Cet  impôt  est  celui  qui  exige  le  plus  de  frais  de  perception.  11  pèse 
beaucoup  plus  sur  le  peuple  qu'il  ne  rapporte  au  gouvernement;  car 
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ce  qu'on  rend  sur  les  mises  ne  retourne  pas  au  centième  des  joueurs 
et,  par  la  publicité  qu'on  s'empresse  de  donner  aux  gains  qui  en  ré- 
sultent, il  devient  une  nouvelle  cause  d'excitatitm  à  ce  jeu  funeste. 
Ainsi,  quoique  la  loterie  ne  tasse  entrer  annuellement  que  lo  ou 
12  millions  dans  le  Trésor  public,  l'impôt  qu'elle  t'ait  supporter  à  une 
partie  considérable  du  peuple,  et  à  la  plus  pauvre,  s'élève  à  l\o  ou 
5o  millions. 

Que  de  faux  raisonnements,  que  d'illusions  et  de  préjugés  la  loterie 
fait  éclore!  Elle  corrompt  à  la  fois  l'esprit  et  les  mœurs  du  peuple, 
(^est  rependant  vers  son  éducation  morale  que  le  législateur  doit 
porter  principalement  sa  vue.  Il  doit  sacrifier  à  ce  grand  objet  les 
petites  considérations  fiscales.  iMaisJe  soutiens  qu'il  ne  résulterait  de 
ce  sacrifice  aucune  diminution  dans  nos  finances,  car  ici,  comme  en 
foutes  choses,  ce  (lui  est  bon  en  soi  est  en  même  temps  profitable.  Le 
peuple,  devenu  plus  industrieux  et  plus  à  son  aise,  payerait  plus  faci- 
lement ses  impôts,  consommerait  davantage;  et  le  fisc  recouvrerait, 
par  les  contributions  indirectes,  au  delà  de  ce  que  la  suppression  de 
la  loterie  lui  ferait  perdre. 

Grâces  soient  rendues  au  noble  pair  (')  fondateur  de  la  Caisse 
d'épargne!  Cet  établissement,  si  favorable  aux  mœurs  et  à  l'industrie, 
diminuera  les  bénéfices  de  la  loterie  et  ce  sera  l'un  de  ses  avantages. 
Que  le  gouvernement  encourage  les  établissements  semblables  dans 
lesquels,  par  un  léger  sacrifice  de  son  revenu,  on  assure  son  existence 
et  celle  de  sa  famille  pour  un  temps  où  l'on  ne  pourra  plus  suffire  à 
ses  besoins.  Autant  le  jeu  de  la  loterie  est  immoral,  autant  ces  établis- 
sements sont  avantageux  aux  mœurs,  en  favorisant  les  plus  doux  pen- 
chants de  la  nature.  Mais  ils  doivent  être  respectés  dans  les  vicissi- 
tudes de  la  fortune  publique;  car,  les  espérances  qu'ils  présentent 
portant  sur  un  avenir  éloigné,  ils  ne  peuvent  prospérei'  qu'à  l'abri  de 
toute  inquiétude  sur  leur  durée.  C'est  un  avantage  que  la  forme  heu- 
reuse de  notre  gouvernement  leur  assure.  Qu'on  encourage  encore  les 


(')  M.  le  fine  de  La  Rochefoucauld. 
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associations  dont  les  membres  se  garantissent  mutuellement  leurs 
propriétés  contre  les  accidents,  en  supportant  proportionnellement  les 
charges  de  cette  garantie;  à  l'imitation  de  la  société,  qui  peut  être  en 
effet  envisagée  comme  une  grande  association  d'assurances  mutuelles 
Mais  que  les  établissements  fondés  sur  les  illusions  de  l'ignorance  et 
de  la  cupidité  soient  sévèrement  proscrits;  nul  bénéfice  ne  peut  com- 
penser les  maux  qu'ils  produisent.  On  doit  donc  extrêmement  re- 
gretter que  la  suppression  de  la  loterie  n'ait  pas  été  placée  à  la  tête  du 
tableau  de  la  diminution  des  impôts,  comme  un  hommage  rendu  à  la 
morale. 


SUR  U 

MANIÈRE  DONT  SE  FORME  LA  DÉCISION  DU  JURY. 


À rcliives  parlementaires  de  1787  à  1860,  II'  série,  t.  XXX  ('). 


Messieurs,  la  manière  dont  se  forme  la  décision  du  jurv  est,  sans 
aucun  doute,  l'élément  le  plus  important  de  sa  constitution.  Le  mode 
actuel  offre  un  grand  inconvénient  qui,  depuis  son  origine,  a  frappé 
tous  les  bons  esprits.  Quand  sur  douze  jurés  cinq  déclarent  le  fait  non 
constant,  la  loi  élève  avec  raison  un  doute  qu'elle  cherche  à  dissiper 
par  l'intervention  des  juges  de  la  Cour  d'assises;  elle  ne  voit  point  de 
motifs  suffisants  pour  condamner,  dans  la  simple  majorité  de  sept  voix 
sur  douze;  elle  cherche  dans  la  décision  des  juges  une  confirmation  de 
ces  motifs.  Cela  est  juste  et  conforme  à  la  doctrine  des  probabilités, 
qui  n'est  au  fond  que  le  bon  sens  réduit  au  calcul  dont  il  emprunte  la 
puissance,  pour  arriver  à  des  conséquences  que  de  lui-même  il  n'eût 
[)u  tirer.  Mais  quand  la  décision  des  juges  à  la  majorité  de  trois  voix 
sur  cinq,  loin  de  confirmer  les  motifs  de  la  condamnation,  les  infirme, 
n'est-il  pas  évident  que,  puisqu'ils  étaient  déjà  jugés  insuffisants,  ils  le 
deviennent  encore  plus  par  cette  décision?  et  n'est-il  pas  contraire  au 
bon  sens  et  à  l'humanité  de  condamner  alors  l'accusé? 

Il  y  a  plus  :  on  voit  (juelquefois  les  jurés,  incertains  sur  la  culpabi- 
lité de  l'accusé  et  voulant  en  remettre  le  jugement  à  la  Cour  d'assises, 
former  arbitrairement  entre  eux  une  majorité  de  sept  voix  contre  cinq  : 

(')  Chambre  des  Pairs,  séance  du  3o  mars  1821.  Discussion  sur  le  projet  de  loi  tendant 
à  modifier  l'article  351  du  Code  d'Instruction  criminelle. 
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dans  ce  cas,  la  décision  du  jury  est  fictive  et  doit  être  regardée  comme 
nulle.  Les  cinq  juges  de  la  Cour  d'assises  délibérant  alors,  et  si  trois 
étant  favorables  à  l'accusé,  deux  lui  sont  contraires,  il  est  condamné. 
Je  ne  sais  si  les  annales  judiciaires  de  tous  les  peuples  offrent  un  autre 
exemple  d'une  condamnation  prononcée  à  la  minorité  des  voix.  Il 
importe  donc  de  faire  promptement  disparaître,  d'une  loi  qui  intéresse 
essentiellement  la  vie  des  bommes,  des  inconvénients  aussi  graves. 

Mais,  dit-on,  le  projet  de  loi  qui  vous  est  présenté  pour  cet  objet 
dénature  l'institution  du  jury  en  faisant  prévaloir  sur  sa  majorité  celle 
de  la  Cour  d'assises.  Je  réponds  que  cela  n'arrive  que  dans  l'intérêt  de 
l'accusé,  lorsqu'on  cberche  dans  la  décision  des  juges  de  nouveaux 
motifs  à  l'appui  de  la  décision  des  jurés,  que  la  loi  juge  insuffisante 
pour  la  condamnation;  c'est  cette  insuffisance  qui,  dans  le  projet  de 
loi,  annule  la  décision  du  jury,  non  confirmée,  et  même  inlirniee  par 
la  Cour  d'assises. 

On  dit  encore  que  la  division  arbitraire  de  sept  jurés  contre  cinq 
deviendra  plus  fréquente,  lorsque  les  jurés  ne  seront  point  retenus  par 
la  crainte  de  voir  l'accusé  condamné  à  la  minorité  des  juges  de  la  Cour 
d'assises.  Nous  ignorons  le  rapport  du  nombre  des  cas  où  la  simple 
majorité  des  jures  est  de  pure  convention  au  nombre  total  des  cas  où 
la  majorité  simple  existe.  Nous  manquons,  à  cet  égard,  d'observations 
sans  lesquelles  on  exagère  ou  l'on  diminue  les  nombres  dans  l'intérêt  de 
la  cause  qu'on  veut  défendre.  Nous  savons  encore  moins  quelle  sera  sur 
ce  rapport  l'influence  du  projet  de  loi.  Mais  ce  que  nous  savons  certai- 
nement, c'est  qu'il  est  urgent  de  faire  cesser  l'un  des  plus  grands  abus 
possibles,  celui  d'un  accusé  condamné  à  la  minorité  des  voix.  Le  légis- 
lateur doit  compter  sur  le  sentiment  du  devoir  dans  les  jurés,  quand  ils 
ont  à  prononcer  sur  la  vie  de  leurs  semblables.  Plusieurs  jurés  m'ont 
dit  que,  dans  des  cas  pareils,  ils  étaient  facilement  parvenus  à  ramenei 
le  jury  à  l'examen  approfondi  de  la  culpabilité  de  l'accusé.  Dans  le  cas 
même  où  la  loi  ne  ferait  point  intervenir  la  Cour  d'assises,  ne  peut-on 
pas  craindre  que  les  jurés  ne  discutent  point  avec  tout  le  soin  néces- 
saire les  questions  soumises  à  leur  décision?  Pour  les  y  contraindre, 
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on  exige  chez  plusieurs  peuples  que  les  jurés  délibèrent  jusqu'à  ce 
qu'ils  soient  d'un  avis  unanime;  mais  alors  de  nouveaux  inconvé- 
nients se  présentent,  on  donne  ainsi  à  l'obstination  des  jurés,  à  leur 
tempérament,  à  leurs  habitudes  et  à  mille  autres  causes  étrangères  au 
jugement,  une  influence  quelquefois  préjudiciable,  au  point  de  faire 
prévaloir  l'opinion  de  la  minorité  des  jurés. 

Disons  donc  que  tout,  dans  ce  monde,  a  ses  inconvénients  et  ses 
avantages.  C'est  dans  leur  juste  appréciation  que  consiste  la  difficulté 
de  bien  choisir  et  de  faire  d'utiles  innovations.  Ne  changeons  nos  lois 
(|u'avec  une  circonspection  extrême;  mais  adoptons  avec  empresse- 
ment les  améliorations  évidemment  indiquées  par  le  bon  sens  et  par 
l'humanité. 

On  objecte  enfin  que  l'adoption  du  projet  de  loi  consacrerait  l'inter- 
vention des  juges,  qui  parait  contraire  à  l'institution  du  jury.  Mais,  en 
améliorant  une  loi  existante,  le  législateur  ne  s'est  jamais  interdit  la 
faculté  d'en  revoir  l'ensemble  et  d'y  taire  les  changements  que  l'expé- 
rience et  un  examen  ajiprofondi  auront  fait  juger  avantageux.  C'est 
surtout  dans  l'importante  loi  du  jury  que  cet  examen  demande  de 
longues  et  mûres  réflexions.  Il  ne  faut  donc  voir  dans  le  projet  de  loi 
qui  vous  est  présenté  qu'une  correction  urgente  d'un  abus  grave  qui, 
chaque  jour,  peut  compromettre  l'innocence.  C'est  sous  ce  point  de 
vue  que  j'ai  proposé  ce  même  projet  il  y  a  plus  de  4  ans  et  que  je 
m'empresse  de  l'adopter  aujourd'hui. 


SDR  LA 

CONVERSION   DE   LA   RENTE 


Archives  parlementaires  de  1787  a  1860,  11*  série,  t.  XLI  (  '  ). 


Messieurs,  en  soumettant  au  calcul  les  effets  de  l'amortissement  sur 
le  rachat  des  rentes,  par  un  procédé  fort  simple  dans  lequel  on  fait 
entrer,  jour  par  jour,  l'intérêt  composé,  je  parviens  aux  résultats  sui- 
vants, que  je  crois  devoir  communiquer  à  la  Chambre  : 
» 

PREMIÈRE    HYPOTHÈSE. 

Dette.  l4o  millions  de  rentes,   l'intérêt  annuel  étant  à  5  pour  100. 

Durée  du  rachat  Dotation  annuelle 

de  de 

la  dette.  la  Caisse  d'amortissement. 

fr 

21  ans r5  358  000 

3o     »    40  220  000 

4o     i>    ■"  9  '  3  000 

(')  Chambre  des  Pairs,  séance  du  i"  juin  1824.  Discussion  sur  le  projet  de  conversion 
de  la  rente.  Le  projet  élail  ainsi  conçu  : 

Le  Ministre  des  Finances  est  autorisé  à  substituer  des  rentes  3  pour  100  à  celles  déjà 
créées  par  l'État  à  5  pour  100,  soit  qu'il  opère  par  échange  des  5  contre  des  3  [lour  100, 
soit,  qu'il  rembourse  les  5  au  moyen  de  la  négociation  des  3  pour  100. 

L'opération  ne  pourra  être  faite  qu'autant  : 

r  Qu'elle  aura  conservé  aux  porteurs  de  5  pour  100  la  faculté  d'opter  entre  le  rem- 
boursement du  capital  nominal  et  la  conversion  en  3  pour  100  au  taux  de  73''; 

2°  Qu'elle  présentera  pour  résultats  définitifs  une  diminution  de  \  sur  les  intérêts  de 
la  rente  convertie  et  remboursée. . . . 
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SECONDE    HYPOTHESE. 

Dette,   11-2  millions  de  rentes,  l'intérêt  étant  «  3y  pour  loo. 

Durée  du  rachat  Dotation  annuelle 

de  de 

la  dette.  la  Caisse  d'amortissenient. 

tr 

2 1  ans io3i7S  ooo 

3o     » Co  257  000 

40     »    36  65g  000 

Pour  avoir  l'avantage  de  la  seconde  hypothèse  sur  la  première,  on 
doit  retrancher  28  millions  de  la  dotation  de  la  Caisse  dans  cette 
seconde  hypothèse  : 

Bénéfice  en  rentes  de  la  seconde  hypothèse  relativement  à  la  première. 

tr 

■il  ans 180  000 

3o     »    7  g63  000 

40     )>    18254  000 

On  voit  par  ces  Tableaux  que  le  rachat  en  21  ans  présente,  dans  la 
seconde  hypothèse,  peu  de  bénéfice;  mais  le  bénéfice  augmente  à 
mesure  que  la  durée  du  rachat  devient  plus  grande.  H  n'est  donc  pas 
exact  de  dire  que  ce  bénéfice  ne  change  point  en  ralentissant  l'action 
de  l'amortissement. 

Généralement,  l'effet  de  l'augmentation  du  capital  est  d'autant  moins 
sensible  que  le  remboursement  de  la  rente  est  plus  éloigné.  La  dimi- 
nution de  la  dotation  de  la  Caisse  d'amortissement  serait  donc  utile  au 
projet  de  loi  qui,  d'après  sa  discussion,  me  parait  offrir  beaucoup 
d'avantages. 


SUR    L'EMPLOI 


L'EXPRESSION  «  CORDE   MÉTRIQUE 


Archives  parlementaires  de  1787  à  1860,  II'  sùrie,  l.  XLII  ('). 


M.  le  marquis  de  Laplace  déclare  que,  dans  son  opinion,  le  main- 
tien du  mot  cor</e  présente  d'autant  moins  d'inconvénient  que.  par  un 
usage  autorisé  à  ce  qu'il  croit  par  un  arrêté  administratif,  les  mots  de 
corde  métrique  sont  assez  généralement  employés  pour  désigner  le 
demi-décastère.  Il  pense  donc  qu'au  moyen  d'une  explication  donnée 
dans  les  instructions  administratives,  ainsi  qu'on  l'a  demandé  tout  à 
l'heure,  la  rédaction  actuelle  du  projet  peut  être  maintenue  sans 
aucune  modification. 


(1)  Chambre  des  Pairs,  séance  du  20  juillet  i824. 

Discussion  du  projet  de  loi  relatif  aux  droits  à  payer  par  le  commerce  pour  chômage 
de  moulins  et  dépôts  de  bois  le  long  des  rivières  navigables  et  flottables. 

Un  pair  avait  proposé  un  amendement  demandant  la  substitution  du  j  décastère  à  la 
corde  dans  les  diverses  dispositions  du  projet  où  celte  dernière  mesure  était  énoncée. 
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Arcliives  parlementaires  de  17S7  à  1860,  II''  série,  t.  XLV  ^'). 


La  réduction  d'une  rente  de  S*^""  à  4*^""  de  rente  en  3  pour  too  accroît 
d'un  tiers  le  capital  de  cette  rente  et  le  porte  à  i33'''^.  Quelques  per- 
sonnes paraissent  craindre  que  cet  accroissement  du  capital  de  la 
dette  publique  ne  l'emporte  sur  l'avantage  de  la  diminution  de  la 
rente.  L'objet  de  cette  Note  est  de  dissiper  ces  craintes  et  de  répondre 
ainsi  à  l'objection  la  plus  forte  qu'on  ait  faite  au  projet  de  loi. 

J'observerai  d'abord  que  l'accroissement  du  capital  ne  doit  être 
payé  qu'au  moment  probablement  éloigné  où  l'intérêt  ne  sera  que 
de  3  pour  loo,  et  que,  réduit  en  capital  actuel  suivant  les  règles  de 
l'intérêt  composé,  il  est  considérablement  diminué.  L'expérience  vient 
à  l'appui  de  cette  observation.  Il  résulte  du  Tableau  qui  nous  a  été  dis- 

(  ')  Chambre  des  Pairs,  séance  du  iG  avril  1825.  Discussion  sur  le  projet  de  conversion 
de  la  renie;  le  projet  présenté  l'année  précédente  avait  été  repoussé.  Le  rapporteur 
expliquait  en  ces  termes  la  différence  entre  les  deux  projets  : 

«  L'objet  du  nouveau  projet  est,  comme  celui  du  projet  de  1824,  d'amener  la  ton- 
version  des  rentes  5  pour  100  en  rentes  3  pour  100  au  taux  de  75*'.  Mais  les  moyens 
employés  pour  atteindre  ce  but  sont  différenls. 

»  En  1824,  e  est  par  l'offre  du  remboursement  qu'on  voulut  l'obtenir;  en  1825,  c'est 
par  les  combinaisons  de  l'emploi  du  fonds  de  l'amortissement. 

)i  En  1824,  le  propriétaire  de  rentes  5  pour  100  était  forcé  d'opter  entre  la  conversion 
en  3  [>our  100  ou  son  remboursement.  En  1825,  il  peut  demeurer  provisoirement  dans 
ses  rentes  5  pour  100  ou  même  encore  opter  pour  une  reconstitution  à  4  2  pour  100  avec 
garantie  contre  le  remboursement  pendant  lo  ans  en  se  soumettant  aux  effets  des  nou- 
velles conibinaifons  de  l'amortissement.  » 

OEmrei  de  /..  -   XIV.  49 
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tribué  du  cours  des  effets  publics  en  Angleterre,  depuis  le  commen- 
cement de  1802,  que  dans  les  iio  années  de  ce  Tableau,  pendant  les- 
quelles les  rentes  à  3  et  à  5  pour  100  ont  existé  simultanément,  le 
cours  moyen  des  rentes  à  3  pour  100  a  été  65^,  ce  qui  porte  à  io9'''ila 
vente  de  5'''  de  rente  en  3  pour  100.  La  vente  moyenne  de  5"'  de  rente 
a  été  dans  le  même  intervalle  de  g"]^"^-  Elle  a  donc  été  plus  petite  ([ue 
la  précédente  de  1 1'' ;!  ou  d'environ  ^  de  97'^'' j.  Le  capital  dû  par  l'État 
à  la  rente  de  5'"'  en  3  pour  100  est  i66''f,  et  celui  de  la  rente  de  5"' 
est  loo'"',  plus  petit  que  le  précédent  de  |  de  100''.  Les  ventes  de  ces 
deux  rentes  ont  donc  été  loin  d'être  proportionnelles  à  leurs  capitaux. 

On  peut  se  convaincre,  par  le  raisonnement  suivant,  qu'il  y  a  tou- 
jours avantage,  pour  l'Etat,  dans  la  réduction  des  rentes,  malgré  l'ac- 
croissement du  capital,  s'il  fait  intervenir  la  puissance  de  l'intérêt 
composé. 

Imaginons  qu'à  chaque  réduction  d'une  rente  de  5'^''  à  4".  l'État 
affecte  une  fraction  de  i'''  de  rente  à  une  Caisse  qu'il  charge  d'ac- 
quérir sans  cesse  de  nouvelles  rentes  et  d'en  accroître  son  fonds, 
(concevons  encore  que  la  fraction  de  i"'  de  rente  soit  telle  qu'au 
moment  où  l'intérêt  sera  réduit  à  3  pour  100  elle  devienne  i*^'  par 
cet  accroissement.  La  Caisse,  vendant  alors  ce  franc  de  rente,  retirera 
de  cette  vente  ^  de  100'^''  ou  33'''  |,  au  moyen  desquels  l'État  payera  au 
porteur  des  4*^"'  de  rente  l'accroissement  de  son  capital.  Par  ce  moyen, 
l'Etat  aura  réduit  la  rente  de  5''  en  4''  de  rente  pour  100,  mais  il  payera 
annuellement  à  sa  Caisse  une  fraction  de  franc,  qu'il  doit  continuer 
de  payer  au  possesseur  du  franc  de  rente  vendu  par  cette  Caisse.  La 
diminution  de  la  rente  due  par  l'État  ne  sera  donc  que  i"';  mais  cette 
fraction  de  1'' de  rente,  fraction  nécessairement  plus  petite  que  i'', 
est  d'autant  moindre  que  le  moment  où  l'intérêt  devient  3  pour  100 
est  plus  éloigné. 

Si  l'intérêt  supposé  d'abord  à  4  pour  100  diminue  proportionnelle- 
ment au  temps  et  parvient  à  3  en  20  années,  la  fraction  de  franc  dont 
je  viens  de  parler  est  la  moitié  de  i'";  car  cette  fraction,  accrue  par 
l'acquisition  des  rentes,  deviendra  i''  à  ce  terme.  L'avantage  de  l'État 
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est  donc  alors  la  diminution  de  o'''',.')o  de  rente  pour  chaque  rente  de  5"' 
réduite.  Si  l'intérêt  ne  parvient  de  4  -^  '^  pour  loo  qu'en  3-2  ans,  il 
suffira  de  donner  à  la  Caisse  ^  de  franc  de  rente  pour  chacjue  rente  de  5"" 
réduite,  et  alors  l'avantage  de  l'Etat  sera  la  diminution  de  |  de  franc 
de  rente  :  la  limite  de  cette  diminution  est  i'"'  de  rente. 

La  Caisse  d'amortissement  remplacera  celle  que  je  viens  d'imaginer, 
si  l'on  augmente  sa  dotation  annuelle  de  j  de  franc,  destiné  à  payer 
l'accroissement  du  capital  de  la  rente  de  5"'.  réduite  à  4''- 

L'article  5  du  projet  de  loi  dispose  autrement  du  franc  de  rente 
ac(juis  par  la  réduction  d'une  rente  de  5'"^  à  4"'-  H  l'emploie  à  diminuer 
les  contributions  foncière,  personnelle,  mobilière  et  des  portes  et 
fenêtres.  Si  l'on  ne  veut  pas  augmenter  la  dotation  annuelle  de  la 
Caisse  d'amortissement,  on  peut  supposer  qu'à  cha(|ue  réduction  de 
5'"'  de  rente  à  4'"'.  {  de  franc  de  cette  dotation  est  destiné  à  payer  l'ac- 
croissement du  capital  au  moment  où  la  rente  sera  remboursée.  Si  le 
Gouvernement  ne  trouve  pas  alors  un  meilleur  moyen  de  payer  cet 
accroissement,  la  rente  de  5"' sera  réduite  ainsi  à  4''  de  rente  pour  loo, 
et  la  contribution  directe  sera  diminuée  de  i'''.  L'ensemble  de  ces  dis- 
positions me  parait  être  avantageux  à  la  chose  publique. 


ÉLOGE   DE   LAPLACE 


PAR 

M.    DE   PASTORET. 


Arclm es  parlementaires  de  1787  à  1860,  II'  îérie,  t.  L  (' ). 


M.  le  marquis  de  Pastoret  obtient  ensuite  la  parole  pour  honorer 
d'un  juste  hommage  la  mémoire  de  M.  le  marquis  de  Laplace,  enlevé 
à  la  Chambre  le  5  du  mois  dernier. 

Le  noble  pair  s'exprime  en  ces  termes  : 

Messieurs,  je  viens,  pour  la  seconde  fois  pendant  le  cours  de  cette 
session,  remplir  devant  Vos  Seigneuries  un  devoir  triste  et  solennel, 
et  rendre  un  dernier  hommage  à  des  pairs  que  la  mort  nous  a  enlevés. 

Il  y  a  3  mois,  je  déplorais  à  cette  tribune  la  perte  d'un  homme 
illustre  dans  nos  dissensions  politiques  par  un  admirable  courage  et 
des  vertus  que  n'altérèrent  ni  la  prospérité,  ni  le  malheur;  je  viens  y 
parler  aujourd'hui  d'un  homme  célèbre  dans  toute  l'Europe  par  un 
génie  qui  l'a  placé  à  côté  de  ce  que  les  sciences  ont  eu  de  plus  grand. 

On  a  déjà  remarqué  que  l'année  et  le  mois  qui  ont  vu  disparaître 
M.  de  Laplace  étaient  le  même  mois  et  la  même  année  qui,  dans  le 
siècle  précédent,  avaient  été  témoins  de  la  mort  de  Newton.  Je  n'hé- 
site pas  à  rassembler  ces  deux  noms.  Messieurs;  il  y  a  longtemps  que 
le  monde  savant  les  avait  réunis,  et  ce  n'est  pas  sans  un  secret  senti- 
ment d'orgueil  national  que  je  rappelle  devant  vous  cette  gloire. 

(')  Chambre  des  Pairs,  séance  du  '2  avril  1827. 
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M.  de  Laplace  était  né  à  Bcaiiniont-eii-Auge,  dans  le  département 
du  Calvados,  le  23  mars  1749-  L'i  goût  très  vif,  quelque  chose  de  plus 
puissant  (|ue  les  goûts  ordinaires,  le  porta  de  bonne  heure  vers  l'étude 
des  iAlathématiques.  Comme  Pascal,  il  les  parcourut  plutôt  qu'il  ne  les 
apprit,  parce  qu'il  les  devina  comme  lui,  et  qu'il  no  chercha  dans  leurs 
combinaisons  les  plus  abstraites  que  les  formules  ou  les  moyens  de 
méditations  d'un  ordre  plus  élevé  encore.  A  22  ans,  il  vint  ii  Paris  : 
à  24,  il  était  de  l'Académie  des  Sciences;  et  pourtant  il  était  arrivé 
seul,  sans  appui,  presque  sans  recommandations.  Mais  il  avait  trouvé 
de  bonne  heure,  au  sein  du  Parlement,  un  ami  que  le  goût  des  mêmes 
sciences  rapprocha  de  lui,  qui  fut  son  premier  guide,  qui  en  fut  récom- 
pensé par  la  dédicace  de  son  premier  Ouvrage  :  le  président  de  Saron, 
un  des  membres  les  plus  distingués  de  cette  magistrature  généreuse, 
où  tout  était  conscience  et  devoir,  et  dont  la  France  conservera  long- 
temps le  souvenir. 

C'était  alors  un  temps  de  paix  et  de  repos;  la  France  était  heureuse 
à  l'ombre  du  trône  de  ses  rois.  iMais  ce  bonheur  devait  avoir  un  terme. 
Bientôt  la  misère  entoura  les  savants  modestes,  pour  lesquels  rien  ne 
remplaçait  la  munificence  des  fils  de  Louis  XIV,  et  le  danger  suivit  de 
près  la  misère.  Le  vieil  Anquetil  fut  réduit  à  venir  arracher,  pour  se 
nourrir,  l'herbe  qui  croissait  dans  les  allées  du  bois  de  Boulogne; 
Lavoisier,  plus  malheureux  encore,  paya  de  sa  tète  l'irréparable  tort 
de  sa  fortune;  et  le  président  de  Saron  expia,  par  le  même  supplice, 
4o  ans  de  bienfaits  et  de  vertus.  Lagrange,  Laplace  et  un  autre 
savant  que  je  vois  assis  parmi  vous,  n'échappèrent  à  la  mort  que  parce 
(|u'on  les  mit  en  réquisition  pour  calculer  la  théorie  des  projectiles, 
pour  diriger  les  procédés  du  tannage  ou  pour  préparer  la  fabrication 
du  salpêtre.  Cette  fois,  du  moins,  la  Science  protégea  ses  disciples; 
mais  les  disciples  ne  fuient  pas  ingrats  à  la  Science  qui  les  avait 
défendus. 

Des  jours  plus  calmes  renaissaient  k  peine  que  M.  de  Laplace  donna 
son  Exposition  du  système  du  Monde  et  sa  Mécanique  céleste  :  grands, 
immenses  Ouvrages,  oîi  l'homme,  placé  en  face  de  tout  ce  qui  l'envi- 
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ronne,  au-dessous  de  tout  ce  qui  le  menace  et  le  protège,  cherche 
quelles  lois  l'éternel  auteur  de  toutes  choses  voulut  imprimer  à  ce 
Monde,  né  de  sa  volonté.  Suivez  M.  de  Laplace  lui-même  dans  VExpo' 
sition  du  système  du  Monde.  Il  commence  pary  mettre  l'homme  comme 
en  présence  delà  nature:  il  jette  un  regard  d'admiration,  je  dirais 
presque  de  crainte,  sur  l'immensité  de  ce  divin  spectacle:  et  puis,  son 
œil,  fixé  tour  à  tour  sur  chacun  des  astres  qui  l'éclairent,  examine 
leur  marche  et  suit  leur  mouvement.  Sa  raison  calcule,  entre  tous 
ces  mouvements,  les  rapports  et  les  différences.  Une  loi  générale  en 
découle  ;  cette  loi  est  comme  exposée,  décrite  dans  ses  applications 
diverses.  Cette  grande  harmonie  des  corps  célestes  est  expliquée 
quant  à  son  existence  matérielle.  Là,  peut-être,  est  l'œuvre  du  génie; 
là,  l'auteur  s'arrête.  Savant,  il  rapporte  à  Newton  la  découverte  pre- 
mière de  ces  grands  phénomènes:  homme,  il  reconnaît  sa  faiblesse  et 
son  peu  de  puissance  :  et  tout  ce  qu'il  vient  de  révéler  aux  autres  n'est 
pour  lui  qu'un  témoignage  de  tout  ce  qui  reste  hors  de  l'intelligence 
humaine. 

Dix  années  s'étaient  passées  au  milieu  de  ces  travaux,  et  ces  dix 
années  avaient  amené  la  Révolution  au  point  où  elle  devait  se  briser 
devant  la  puissance  et  la  gloire  que  donnent  les  concjuétes.  Le  gou- 
vernement directorial  venait  de  céder  la  place  au  gouvernement  con- 
sulaire. Les  sciences  reprirent  alors  tout  leur  éclat.  Elles  avaient  sauvé 
M.  de  Laplace  en  des  jours  de  danger;  elles  furent  appelées  à  lui  pro- 
curer un  autre  hommage.  Chargé  du  soin  si  difficile  alors  de  régénérer 
l'intérieur  de  nos  provinces,  il  porta  dans  le  Ministère  la  simplicité  de 
ses  mœurs,  la  douceur  de  sa  vertu,  un  zèle  que  l'on  connut  trop  mal. 
Mais  bientôt  il  échangea  ce  pesant  honneur  contre  un  titre  qui  le  ren- 
dait à  la  société  des  amis  qu'il  n'avait  cessé  d'aimer,  à  la  culture  des 
sciences  qu'il  regrettait  sans  cesse.  Depuis  lors,  sa  vie  fut  consacrée  à 
de  nobles  soins.  11  devint,  pour  les  étrangers  qui  cherchaient  à  pro- 
fiter de  ce  qu'il  avait  fait,  pour  les  jeunes  gens  qui  entraient  dans  la 
carrière,  pour  les  savants  et  les  hommes  de  lettres  qui  commençaient 
à  se  distinguer,  un  guide  aussi  constant  qu'aimable.  Tous  ceux  qui 
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s'adressaient  à  lui,  lui  durent  et  des  encouragements  et  des  lumières. 
Ce  n'était  pas  seulement  envers  les  sciences  qu'il  acquittait  ainsi  sa 
dette  ;  c'était  envers  tout  ce  qui  était  utile  aux  lettres.  Le  portrait  de 
Racine  était  dans  son  cabinet  à  côté  de  l'image  de  Newton.  Rien  de  ce 
qui  pouvait  servir  à  éclairer,  à  unir,  à  civiliser  les  hommes  ne  lui  res- 
tait indifférent.  C'est  ainsi  que  nous  l'avons  vu  longtemps  entouré  de 
tout  ce  qu'il  y  avait  d'illustre  par  le  talent  et  le  savoir,  et  présidant,  en 
quelque  sorte,  à  la  marche  de  l'esprit  humain  pendant  cette  période 
d'années.  Fontenelle  remarquait,  dans  le  siècle  dernier,  que  Newton 
avait  eu  le  rare  bonheur  de  jouir  de  sa  réputation  pendant  sa  vie  ; 
M.  de  Laplace  eut  encore  ce  trait  de  ressemblance  avec  son  illustre 
prédécesseur. 

Ces  occupations,  si  dignes  d'un  tel  homme,  ce  respect  dont  il  était 
entouré,  ces  grandes  études  qu'il  suivait  encore  ne  le  détournèrent 
pourtant  d'aucun  des  devoirs  ([ue  lui  imposaient  ses  fonctions  dans 
l'ordre  politique.  Rapporteur,  au  Sénat,  de  quelques  Commissions,  il 
fut  particulièrement  l'organe  de  celle  qui  proposa  d'abandonner  le 
calendrier  inventé  par  la  Révolution,  et  auquel  les  auteurs  avaient 
voulu,  pour  emprunter  leurs  expressions,  imprimer  le  cachet  moral 
et  révolutionnaire  qui  le  fît  passer  aux  siècles  à  venir  (').  Beaucoup 
de  distinctions  successives  furent  le  prix  de  cette  coopération  à  beau- 
coup de  travaux  ;  mais  la  plus  grande  des  récompenses  attendait  M.  de 
Laplace,  en  un  autre  temps,  et  l'époque  arrivait  où  elle  devait  lui  être 
accordée. 

Cette  époque.  Messieurs,  est  celle  de  la  Restauration.  Le  roi  qui 
nous  était  rendu  ne  pouvait  manquer  d'honorer  M.  de  Laplace,  que 
toute  l'Europe  honorait.  En  i8i4,  il  l'avait  appelé  à  la  Chambre  des 
Pairs;  plus  tard,  il  lui  donna  le  grand  cordon  de  la  Légion  d'honneur. 
Louis  XV'IJI,  sous  ce  rapport,  était  plus  heureux  que  son  auguste 
aïeul;  car  Louis  XIV,  à  l'épocjuc  de  Turenne  et  de  Luxembourg,  allait 
chercher  au  dehors  les  disciples  de  Galilée,  et  le  petit-fils  de  Louis  XIV 

(')  Moniteur,  T.  IX,  p.   1186. 
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trouvait  un  homme  digne  de  Newton,  là  même  où  tant  d'autres  hommes 
s'étaient  montrés  les  dignes  élèves  de  Luxembourg  et  de  Turenne. 

Plus  d'une  fois,  Messieurs,  vous  avez  entendu  M.  de  Lapiace  à  cette 
tribune;  et,  soit  qu'il  appliquât  aux  chiffres  du  budget  la  clarté  de  ses 
formules,  soit  qu'il  attachât  son  raisonnement  aux  formes  de  l'in- 
struction criminelle,  soit  enfin  que  l'exportation  des  grains  ou  la  con- 
stitution de  l'amortissement  appelassent  votre  attention  et  ses  avis, 
vous  avez  toujours  été  frappés  de  ce  qu'une  si  grande  richesse  de 
lumières,  une  si  grande  profondeur  de  méditations  répandaient  tout 
d'un  coup  de  clair  et  d'imprévu  sur  les  questions  qui  vous  étaient  sou- 
mises. Votre  bienveillance,  votre  estime  étaient  ce  que  M.  de  Lapiace 
avait  de  plus  cher  :  il  en  sentait  vivement  le  prix,  il  les  recevait  avec 
une  modeste  reconnaissance.  Les  bontés  du  roi,  plus  particulière- 
ment épanchées  sur  sa  famille,  récompensaient  une  fois  de  plus, 
dans  son  fils,  l'illustration  du  père.  Tout  était  honneur  et  repos  pour 
M.  de  Lapiace  :  c'était  apparemment  le  repos  qui  précède  le  départ. 
M.  de  Lapiace  tomba  malade  et  nous  fut  rapidement  enlevé.  Les  der- 
nières prières  l'accompagnèrent;  et  cet  homme,  qui  avait  expliqué  au 
monde  le  monde  lui-même,  disparut  d'an  milieu  de  nous. 

Permettez  à  ceux  qui  l'avaient  aimé  depuis  5o  ans,  Messieurs, 
d'espérer  que  vous  conserverez  son  souvenir.  L'Europe  lui  décer- 
nera assez  de  renommée,  la  Science  assez  de  reconnaissance;  mais 
c'est  ici  qu'il  faut  désirer  de  laisser  quelque  mémoire.  C'est  à  vous 
qu'il  faut  demander  la  bienveillance  qu'on  est  si  heureux  d'obtenir 
pendant  sa  vie,  le  souvenir  qu'on  doit  désirer  après  sa  mort.  Tout 
ce  qui  est  et  sera  grand  est  réuni  dans  cette  enceinte  :  vous  y  avez 
accueilli  M.  de  Laphce;  conservons  à  son  nom  ce  qu'il  méritait 
d'hommages,  et  que  son  illustration  y  soit  accueillie  aussi  par  tant 
d'anciennes,  par  tant  d'éclatantes  gloires. 
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l'on  demande  la  probabilité  que  le  nombre  îles 
boules  extraites  sera  pair VII         2o3-2o5 

40.  3^  E\|)ression  de  la  probabilité  d'amener  j;  boules     > 

blanches,  x'  boules  noires,  ja"  boules  rouges,  etc., 
en  tirant  une  boule  de  chacune  des  urnes  dont  le 
nombre  est 

j;  -H  x'  H-  x"  + . . . 

et  qui  renferment  chacune  p  boules  lilanches,  q 

boules  noires,  /•  boules  rouges,  elc VII        205-207 

4i .  4°  Déterminer  la  probabilité  de  tirer  ainsi  des  urnes 
précédentes  x  boules  blanches,  avant  d'amener 
soit  ùc'  boules  noires,  soit  .r"  boules  rouges, 
soil  etc VII         207-219 

42.  5°  Concevant  dans  une  urne  /■  boules  martiuées  du 

n°  1,  /•  boules  marquées  du  n°  i,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'au  n"  n;  ces  boules  étant  bien  mêlées  dans 
l'urne  et  tirées  toutes  successivement,  on  de- 
mande la  probabilité  qu'il  sortira  au  moins  s 
boules  au  rang  indiqué  par  leur  numéro \\l        219-228 

43.  6°  Deux  joueurs  A  et  B,  dont  les  adresses  respec- 

tives sont/?  et  r/,  et  dont  le  premier  a  le  nombre 
a  de  jetons  et  le  second  le  nombre  h,  jouent  à 
cette  condition  :  que  celui  qui  perd  donne  un 
jeton  à  son  adversaire,  et  que  la  partie  ne  finisse 
que  lorsque  l'un  des  joueurs  aiu'a  perdu  tous  ses 
jetons.  On  demande  la  probabilité  que  l'un  des 
joueurs  gagnera  la  partie  avant  ou  au  n"  coup  . . .  VII  228-242 
44-  7"  Un  nombre  n  +  i  de  joueurs  jouent  ensemble 
aux  conditions  suivantes  :  deux  d'entre  eux  jouent 
d'abord,  et  celui  qui  perd  se  retire  après  avoir  mis 
i''  au  jeu,  pour  n'y  rentrer  qu'après  que  tous  les 
autres  joueurs  ont  joué,  ce  ([ui  a  lieu  générale- 
ment pour  tous  les  joueurs  qui  perdent  et  qui  par 
là  deviennent  les  derniers.  Celui  des  deux  pre- 
miers joueurs  qui  a  gagné  joue  avec  le  troisième  et, 
s'il  le  gagne,  continue  de  jouer  avec  le  quatrième 

OEwres  <le  L.  —  XIV.  .il 
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et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'il  perde  ou  jusqu'à 
ce  qu'il  ait  gagné  successivement  tous  les  joueurs. 
Dans  ce  dernier  cas,  la  partie  est  finie.  Mais,  si  le 
joueur  gagnant  au  premier  coup  est  vaincu  par 
l'un  des  autres  joueurs,  le  vainqueur  joue  avec  le 
joueur  suivant  et  continue  de  jouer  jusqu'à  ce 
qu'il  soit  vaincu  ou  jusqu'à  ce  qu'il  ait  gagné  de 
suite  tous  les  joueurs.  Le  jeu  continue  ainsi  jus- 
qu'à ce  qu'un  des  joueurs  gagne  de  suite  tous  les 
autres,  ce  qui  finit  la  partie,  et  alors  le  joueur  qui 
la  gagne  emporte  tout  ce  qui  a  été  mis  au  jeu. 
Cela  posé,  on  demande  :  i"  la  probabilité  que  le 
jeu  finira  avant  ou  au  nombre  x  de  coups;  2°  la 
probabilité  que  l'un  quelconque  des  joueurs  ga- 
gnera la  partie  dans  ce  nombre  de  coups;  3°  son 
avantage 

45.  8»  q  étant  la   probabilité  d'un  événement  simple  à 

chaque    coup,    on    demande    la    probabilité    de 

l'amener  «fois  de  suite  dans  le  nombre  a- de  coups.      VII        201-253 

46.  9°  Deux,  joueurs  A  et  B,  dont  les   adresses  respec- 

tives sont  q  el  i  —  q,  jouent  à  cette  condition  que 
celui  des  deux  qui  aura  le  premier  vaincu  i  fois 
de  suite  gagnera  la  partie;  on  demande  les  proba- 
bilités respectives  des  joueurs  pour  gagner  la 
partie  avant  ou  au  coup  x Vil        2.58-257 

47.  10°  Une  urne  étant  supposée  contenir  « -t- i  boules, 

distinguées  par  les  n"'  0,  1,2,  3,  . . .,  «,  on  en  tire 
une  boule  que  l'on  remet  dans  l'urne  après  le 
tirage;  on  demande  la  probabilité  qu'après  i 
tirages  la  somme  des  nombres  amenés  sera  égale 


VII         242-251 


Vil         257-266 


48.  11°  Soient  i  quantités  variables  dont  la  somme  est  s 

et  dont  les  lois  de  possibilité  sont  connues  et  peu- 
vent être  discontinues;  on  propose  de  trouver  la 
somme  des  produits  de  chaque  valeur  que  peut 
recevoir  une  fonction  quelconque  de  ces  variables, 
multipliée  par  la  probabilité  correspondante  à 
cette  valeur ^  H        266-2- 

49.  12°  Règle  relative  aux  choix  des  assemblées  électo- 

rales       Vil        277-2; 
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5o.    i3°  Recherche  de  la   loi  de  probiibiliié  des  erreurs 

des  observations VII        278-279 

5i  .     Des  lois  de  la  probabilité  qai  rcsultent  de  la  iniilli- 

plication  indéfinie  des  évé/iemen/s , VU         280-808 

52.  i"  p  étant  la  probabilité  de  l'arrivée  d'un  événement 

simple  à  chaque  coup  et,  i — p  celle  do  sa  non- 
arrivée,  déterminer  la  probabilité  que,  sur  un  très 
grand  nombre  n  de  coups,  le  nombre  de  fois  que 
l'événement  aura  lieu  sera  compris  dans  les  li- 
mites données Vil        280-289 

53.  2°  L'ne  urne  A,  renfermant  un  très  grand  nombre  n 

de  boules  blanches  et  noires,  à  chaque  tirage  on 
en  exirait  une  que  l'on  remplace  par  une  boule 
noire;  on  demande  la  probabilité  que,  après  r 
tirages,  le  nombre  des  boules  blanches  sera  x. . .      VII         289-292 

54.  3°  Deux  urnes  A  et  B  renferment  chacune  un  très 

grand  nombre  n  de  boules  blanches  et  noires,  le 
nombre  des  blanches  étant  égal  à  celui  des  noires 
dans  la  totalité  2n  des  boules;  on  tire  en  même 
temps  une  boule  de  chaque  urne,  et  l'on  remet 
dans  une  urne  la  boule  extraite  de  l'autre.  En 
répétant  un  nombre  quelconque  r  de  fois  cette 
opération,  on  demande  la  probabilité  qu'il  y  aura 
r  boules  bl.mches  dans  l'urne  A VII         292-308 

55.  De  la  probabilité  des  erreurs  des  résultats  moyens 

d'un  grand  nombre  d'obsen'ations  et  des  résultais 

moyens  les  plus  avantageux VII         3o9-354 

56.  1°  Déterminer  la  probabilité   que   la   somme   des 

erreurs  d'un  grand  nombre  d'observations  sera 
comprise  dans  des  limites  données,  en  supposant 
que  la  loi  de  possibilité  des  erreurs  est  connue, 
et  la  même  pour  chaque  observation,  et  que  les 
erreurs  négatives  sont  aussi  possibles  que  les 
erreurs  positives  correspondantes VII        3o9-3i4 

57.  2°  Déterminer,  dans  les  suppositions  précédentes, 

la  probabilité  que  la  somme  des  erreurs  d'un 
grand  nombre  d'observations  ou  la  somme  de 
leurs  carrés,  de  leurs  cubes,  etc.,  sera  comprise 
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dans  des  limites  données,  abstraction  laite  du 
signe VU         3 1 4-3 1 7 

58.  3°  Un  élément  étant  connu  à  fort  peu  près,  déter- 

miner sa  correction  par  l'ensemble  d'un  grand 

nombre  d'observations MI         3 18-327 

59.  4°  Corriger,  par  l'ensemble  d'un  grand  nombre  d'ob- 

servations, plusieurs  éléments  déjà  connus  à  fort 

peu  près \TI        827-338 

60.  5°  Règle  du  minimum  du  carré  des  erreurs VII        338-348 

61.  6°  Système   de   correction  qui    rend    minimum    la 

somme  des  puissances  semblables  très  élevées  et 

paires  de  chaque  erreur VII        348-352 

62.  7°  Notice  historique  sur  les  méthodes  de  correction 

des  éléments  par  les  observations Vil        352-354 

63.  Application  du  Calcul  des  probabililés  à  la  recherche 

des  phénomènes  el  de  leurs  causes V^II         355-369 

64.  1°  Probabilité  de  l'existence  des  phénomènes,  dont 

l'étendue  est  assez  petite  pour  être  comprise  dans 

les  limites  des  erreurs  de  chaque  observation.  .  .  .      Vil         355-357 

65 .  1°  Variation  diurne  du  baromètre VII  358 

66.  3°  Rotation  de  la  Terre VII        358-363 

67.  4°  Problème  de  l'aiguille.  Un  plancher  étant  divisé 

en  petit  carreaux  rectangles  par  des  lignes  paral- 
lèles et  perpendiculaires  entre  elles,  déterminer 
la  probabilité  que,  en  projetant  au  hasard  une  ai- 
guille, elle  retombera  sur  un  joint  de  ces  car- 
reaux        \'II         365-309 

68.  De  la  probabilité  des  causes  et  des  événements  fu- 

turs, tirée  des  événements  observés Vil  870-409 

69.  I"  Théorème  de  Bayes.  Un  événement  observé  étant 

composé  d'événements  simples  du  même  genre  et 
dont  la  possibilité  est  inconnue,  déterminer  la 
probabilité  que  cette  possibilité  est  comprise  dans 
des  limites  données VII        370-876 

70.  2°  Deux  joueurs  A  et  H  Joueni    ensemble,  à   cette 

condition  que  celui  qui,  sur  trois  coups,  en  aura 
gagné  deux,  gagnera  la  partie,  le  troisième  coup 
n'étant  pas  joué, comme  inutile,  si  le  même  joueur 
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gagne  les  deux  premiers  coups.  Sur  un  grand 
nombre  n  de  parties  gagnées,  A  en  a  gagné  le 
nombre  /  ;  on  demande  la  probabilité  (|ue  son 
adresse,  respectivenienl  au  joueur  B,  est  com- 
prise dans  des  limites  données VII         377-879 

71.  3°  On  demande  la  probabilité  que  le  nombre  des 

coups  joués  est  compris  dans  des  limites  déter- 
minées. Enfin,  ce  dernier  nombre  étant  supposé 
connu,  on  demande  la  probabilité  que  le  nombre 
des  |iarlies  est  compris  dans  des  limites  données.      \'ll        879-384 

72.  4°  Les  naissances  des  garçons  sont  supérieures  à 

celles  des  filles VII        384-385 

78.  5°  Déterminer  la  probabilité  qu'il  existe  une  cause 
constante  de  celte  supériorité,  d'après  les  nais- 
sances observées  dans  un  lieu  donné VII         385-389 

74.     (3°  A  Paris,  le  rapport  des  baptêmes  des  garçons  à 

ceux  des  filles  est  — r;  tandis  qu'à  Londres  ce  rap- 
24 

port  esl-^;  déterminer  la  probabilité  qu'il  existe 
j8 

une  cause  constante  de  cette  différence VII         389-892 

70.     7"  Probabilité  déduite  des  Tables  de  mortalité  ou 

d'assurance \\l        392-898 

76.  8"  Évaluer,  au  moyen  des  naissances  annuelles,  la 

population  d'un  vaste  empire VII         898-401 

77.  9°  Expression    de   la   probabilité    d'un   événement 

futur,  tirée  d'un  événement  observé VII         4oi-4o4 

78.  10°  Depuis  l'époque  où  l'on  a  distingué  à  Paris,  sur 

les  registres,  les  naissances  de  chaque  sexe,  on  a 
observé  que  le  nombre  des  naissances  masculines 
l'emporte  sur  celui  des  naissances  féminines; 
déterminer  la  probabilité  que  cette  supériorité 
annuelle  se  maintiendra  dans  un  intervalle  de 
temps  donné  :  par  exemple,  dans  l'espace  d'un 
siècle \'II        4o4-4o9 

79.  De  l'influence  (les  inégalUés  inconnues  qui  peuvent 

exister  entre  des  chances  que  l'on  suppose  parfai- 
te ment  égales. 

Examen  de  cette  inlluence  au  jeu  de  croix  et  pile.      N'II        4o9-4i5 
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Sur  l'application  du  Calcul  des  probabilités  : 

80.  1°  A  la  philosophie  naturelle.  Supplément  I.  Com- 

binaison des  équations  de  condilion.  Mélhode  des 

moindres  carrés  avec  application  numérique VU        498-520 

81 .  1°  Aux  opérations  géodésiques.  Supplément  II.  Dé- 

duire des  observations  les  résultats  les  plus  pro- 
bables; déterminer  la  probabilité  des  erreurs  qui 
affectent  les  résultats VU        53i-558 

82.  Sur  la  probabilité  des  résultats  déduits  par  des  pro- 

cédés quelconques  d'un  grand  nombre  d'observa- 
tions       VU         558-5So 

83.  3°  Méridienne    de    France.    Supplément   111.    Re- 

cherche numérique  de  Terreur  probable  des  divers 

résultats  des  mesures  de  la  méridienne  de  France.      Vil        081-608 

84.  Méthode  générale  du  Calcul  des  probabilités,  lors- 

qu'il y  a  plusieurs  sources  d'erreurs VII        608-616 

85.  Mémoire  sur  la  probabilité  des  causes  par  les  évé- 

nements. 

Principe  de  la  probabilité  des  causes  d'événements 

connus.  Théorème  de  Bayes. 
Problème  sur  les  urnes. 
Problème  sur  le  jeu VIII  27-41 

86.  Détermination  du  milieu  que  l'on  doit  prendre  entre 

plusieurs  observations  données  d'un  même  phé- 
nomène       VIII  4  '-47 

87.  Remar(|ue  sur  la  mélhode  des  milieux  arithméti- 

ques      VIII         48-53 

88.  Problème  de  croix  ou  pile.  Problème  sur  les  dés.. .     VIII  53-62 

89.  Mémoire  sur  les  probabilités IX  383-485 

90.  Manière  de  calculer  la  probabilité  des  événements 

composés  d'événements  simples  dont  on  ignore 
les  possibilités  respectives. 

Problèmes  divers  sur  les  jeux  et  joueurs. 

Soient  n  quantités  variables  et  positives  t,  /,,  t^,  . . ., 
tn-i,  dont  la  somme  soit  s  et  dont  la  loi  de  possi- 
bilité soit  connue;  on  propose  de  trouver  la 
somme  des  produits  de  chaque  valeur  que  peut 
recevoir  une  fonction  donnée  i^(i,  <,,  i,, . . .)  de  ces 
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variables,  multipliée  par  la  probabilité  correspon- 

danle  à  celte  valeur. 
Sur  la  naissance  des  garçons  et  des  filles. 
Digression  sur  les  intégrales  définies. 
Produit  1.2.3....  p. 
Probabilité  que  la  naissance  des  garçons  est  plus 

grande  à  Londres  qu'à  Paris. IX         383-470 

91.  Influence  des  événements  passés  sur  la  ])robabiliié 

des  événements  futurs. 
Du  milieu  qu'il  faut  choisir  entre  les  résultats  de 

plusieurs  observations. 
Règle  des  milieux  arithmétiques IX         470-485 

92 .  Mémoire  sur  les  intégrales  définies   et  leur  appli- 

cation aux  prohabilités  [Partie  analytique,  voir 

n"  102] XII         3.57-412 

98.     Problèmes  divers  sur  les  jeux  et  joueurs. 

Problèmes  divers  sur  les  urnes XII         870-887 

94.  Du  milieu  qu'il  faut  choisir  entre  les  résultats  des 

observations.  Méthode  des  moindres  carrés XII         387-412 

95.  Du  milieu  qu'il  faut  choisir  entre  les  résultats  d'un 

grand  nombre  d'observations XIII  78 

1630.  E  1320-1330-5100. 

96.  Sur  l'application  du  Calcul  des  probabilités  à  la  phi- 

losophie natuielle.  Masses  de  Jupiter  et  Uranus; 

longueur  du  pendule  à  secondes XIII        98-116 

97.  Sur  le  Calcul  des  probabilités  appliqué  à   la  philo- 

sophie naturelle.  Complément  aux  n°'  19,  20,  21 
de  la  Théorie  analytique  des  probabilités,  t.  \'1I, 
Livre  II XIII        1 17-120 

98.  Api)lication  du  Calcul  des  probabilités  aux  opéra- 

tions géodésiques XIII  i43 

99.  .\pplication  du  Calcul  des  probabilités  aux  opéra- 

tions géodésiques  de  la  méridienne XIII  188 

I.KÇONS    DE    M.4THÉ.MAT10UES. 

Dixième  séance. 

100.  Sur  les  probabilités XIV        146-177 

101.  Mémoire  sur  l'applicalioii  du  Calcul  des  probabilités 
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aux  observations  et  spécialement  aux  opérations 

du  nivellement XIV        3oi-3o4 

1630-3200-3260. 

102.  Mémoire  sur  les  intégrales  définies  et  leur  applica- 
tion aux  probabilités  et  spécialement  à  la  recher- 
che du  milieu  qu  il  faut  choisi4'  entre  les  résultats 
des  observations. 

Considérations  générales.  Sur  les  intégrales  définies.     XII         Sôy-Syo 
Applications  aux  pi'obal)ilités,  l'o//- n"' 93-94 XII        370-412 

1630-3220-6010. 

io3.  Mémoire  sur  les  suites  récurro-récurrentes  et  sur 
leurs  usages  dans  la  théorie  des  hasards. 

Problèmes  sur  le  jeu. 

Théorèmes  sur  les  différences  infiniment  petites. 

Théorèmes  sur  les  différences  finies ^  III  5-24 

1630-3630. 

104.  Mémoire  sur  les  approximations  des  formules  qui 
sont  fonctions  de  très  grands  nombres.  Applica- 
tion à  la  théorie  des  hasards X  290-338 

io5.   Probabilité  des  causes  auxquelles  on  peut  attribuer 

un  événement  observé X  3oo-325 

106.  Probabilité  des  événements  futurs  prise  des  événe- 

menls  passé? X  325-338 

1630-3630-6020.  E.  H30. 

107.  Mémoire  sur  les  approximations  des  for/nu  les  qui 

sont  fonctions  de  très  grands  nombres  et  sur  leur 
application  aux  probabilités. 

Inclinaison  des  orbites  et  sens  du  mouvement XII         3oi-345 

1630-3630-0020. 

Supplément  au  précédent  Mémoire. 

108.  Erreur  moyenne,  erreur  probable. 

Principe  de  la  méthode  des  moindres  carrés XII         349-353 
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109.  Sur  les  fonctions  génératrices. 

Application  au  i)rol)lè;ne  des  partis  (Pascal  et  For- 
mat)       Vil         617-689 

1630-6020. 

110.  Recherche  sur  l'intégration  des  équations  différen- 

tielles aux  différences  finies   et   sur   leur   usage 

dans  la  théorie  des  hasards.  (  Voir  n"*  192  à  197.).      Vlll  69-197 

111.  Application  :  Précision  des  mois  hasard,  iirobaiii- 

lité,  espérance  morale,  espérance  mathématique. 
Étude  des  problèmes  dans  lesquels,  la  cause  étant 
connue,  il  s'agit  de  déterminer  les  événements. 
Problèmes  X  à  XIX,  divers  et  sur  les  jeux  el 
joueurs.  [Mémoire  à  rapprocher  du  Chapitre  II, 
t.  VII,  p.  191-279] VIII        144-197 

1635. 

112.  Des  durées  moyennes  de  la  vie,  des  mariages  et  des 

associations  quelconques VII         4 '6  /127 

I  i.S.    1°  Expression  delà  probabilité  (|ue  la  durée  moyenne 

de  la  vie  d'un   grand   nombre  n  d'enfants  sera 

comprise  dans  ces  limites,  vraie  durée  moyenne 

de  la  vie,  plus  ou  moins  une  quantité  donnée  très 

petite VII        4 16-4  iS 

114.   2°  Expression  de  l'erreur  moyenne  que  l'on   peut 

craindre  en  prenant  pour  durée  moyenne  de  la 

vie   celle   d'un   grand    nombre    d'enfants.    Règle 

pour  conclure  des  Tables  de  mortalité  la  d(Hée 

moyenne  de  ce  qui  reste  à  vivre  à  une  personne 

d'un  âge  donné VII         419-420 

ii5.   3"  Expression  de  la  durée  moyenne  de  la  vie,   si 

l'une  des  causes  de  mortalité  vient  à  s'éteindre. .      VII        420-421 

1 16.  4°  luduence  de  la  vaccine  sin-  la  petite  vérole VII        421-428 

117.  5"  De  la  durée  moyenne  des  mariages. 

De  la  durée  moyenne  des  associations  formées  d'un 

nombre  quelconque  d'individus VII         428-42- 

118.  Des  bénéfices  dépendant  de  la  probabilité  des  évé- 

nements futurs VII         428-440 

Œuvres  de  !..   —  XIV.  5a 
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iiç).  I"  Si  l'on  attend  un  nombre  quelconque  d'événe- 
ments simples  dont  les  probabilités  soient  con- 
nues et  dont  l'arrivée  procure  un  avantage,  leur 
non-arrivée  causant  une  perte,  déterminer  le  bé- 
néfice mathématique  résultant  de  leur  attente. . .      VII       428-432 

120.  2°  Si  les  diverses  chances  d'un  événement  attendu 

produisent  des  avantages  et  des  pertes,  dont  les 
probabilités  respectives  sont  données,  déterminer 
le  bénéfice  mathématique  résultant  de  l'attente 
d'un  nombre  quelconque  d'événements  sembla- 
bles      VII      432-435 

121.  3°  Rentes  viagères VII        435-438 

121.  4°  Assurances  après  décès VII        438-44o 

I  ^3 .   De  l'espérance  morale VII         44 '-454 

124.  1°  Expression  de  la  fortune  morale ^  II        4^'-442 

125.  2°  Avantage  moral,  relatif  à  des  événements  accrois- 

sant la  fortune  physique. 
Dangers  du  jeu. 
Utilité  des  caisses  d'assurances VII        44^-448 

126.  3°  Paradoxe  de  Saint  Pélersbourg VU        448-45i 

127.  4°  Assurances  sur  une  ou  plusieurs  tètes VII        45i-454 

I  28.    De  la  probabilité  des  témoignages Vil         455-470 

129.  1"  On  a  extrait  une  boule  d'une  urne  qui  en  ren- 
ferme le  nombre  n;  un  témoin  de  ce  tirage,  dont 
la  véracité  et  la  probabilité  qu'il  ne  se  méprend 
point  sont  supposées  connues,  annonce  la  sortie 
(lu  n"  i;  on  demande  la  probabilité  de  cette  sortie.      VII         455-458 

i3o.  ■?."  On  a  extrait  une  boule  d'iuie  urne  qui  contient 
n—\  boules  noires  et  une  boule  blanche.  Un  témoin 
du  tirage  annonce  que  la  boule  extraite  est  blan- 
che; on  demande  la  probabilité  de  cette  sortie...      VII        458-46o 

i3i.  3°  L'urne  A  contient  n  boules  blanches,  l'urne  B 
contient  le  même  nombre  de  boules  noires;  on  a 
extrait  une  boule  de  l'une  de  ces  urnes  et  on  l'a 
mise  dans  l'autre  urne,  dont  on  a  ensuite  extrait 
une  lioide.  Un  témoin  du  premier  tirage  annonce 
qu'il  a  vu  sortir  une  boule  blanche.  Un  témoin  du 
second  tirage  annonce  qu'il    a    vu    pareillement 
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oxiraire  une  boule  blaucho.  On  deniaudi-  la  pro- 
babilité (le  cette  double  sortie \  Il        160-462 

loa.  4"  Deux  témoins  atlcslent  la  sortie  du  u"  i  d'une 
urne  qui  en  renferme  le  nombre  «,  et  dont  on  n'a 
extrait  qu'un  numéro.  On  demande  la  probalMlilc 
de  celte  sortie VII        /i6i)-.464 

i33.  5°  Un  des  témoins  atteste  la  sortie  du  n"  i  et  l'autre 
atteste  la  sortie  du  n"  i'  ;  déterminer  la  probabilité 
de  la  sortie  du  n°  t VU        464-466 

134.  6"  Une  ou  plusieurs  cbaines  t-ratlitionnelles  de  r 
témoins  transmettent  la  sortie  du  n"  i  d'une  urne 
qui  en  contient  le  nombre  «;  déterminer  la  pro- 
babilité de  celle  sortie ^  Il        466-469 

i3à.  7"  l'robabilité  de  la  bonté  des  jugements  des  tri- 
bunaux       Vil        469-470 

Supplément  1. 

i36.   De  la  probabilité  des  jugements VII        ôao-àiS 

137.   Sur  une  dis[)osilion  du   Code  d'IiÉsliucliou   L-riml- 

nelle VII         Sag-ôSo 

i38.  Sur  les  naissances,  les  mariages  et  les  morls  à  Paris, 
depuis  1771  jusqu'en  1784,  et  dans  toute  l'étendue 
de  la  France,  pendant  les  années  1781  et  1782. . .       XI  3.5-46 

1640. 

iSg.   Sur  la  réduction  des  fonctions  en  Tables XIV        207-214 

2000-24.00. 

LICÇONS    DE    MVTHKMATIQUICS. 

Sixième  séance. 
i4o.   Sur  l'éliminalion  des  inconnues  des  équalion>.  lïé- 

soliilion  des  équations  par  approximation \IV         6()-77 

•2010-2460. 

i4i.  Sur  rélimination  entre  un  nombre  i|iielconi|iie 
d'éciuations  du  r"'  degré  et  sur  leur  résohilion. 
[Règles  de  Cramer  el  Bezoul] VIII        39.5-406 

2400-2410. 

I.KÇONS    Illî    .MATUKM.ATIOUKS. 
Quatrième  séance. 

i4''-.   Sur  la  tliéorie  îles  équations XIV  43-52 
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Cinquième  séance. 


143.   Sur  la  résolution  des  équations.  Théorème  stir  la 

forme  de  leurs  racines  imatrinaires X.IV  53-65 


ANALYSE. 
3200. 

i!\!\.  Sur  le  passage  réciproque  des  résultais  réels  aux 

résultats  imaginaires XIV        igS-aoS 

3200-3260  [1630]. 

»       Mémoire  sur  les  intégrales  définies.  (  Voir  n"  102.)..       XII         357-3-0 

3220-3250. 
145.   De  l'intégration  par  appro.vintalion  des  différen- 
tielles qui  renferment  des  fonctions  élci'ées  à  de 
grandes  puissances. 
Intégrales  définies  : 

n^ftr-^dtC-'^jt^-rdtC-'^ 

""dtc-'^^-sfû VII  89-110 


sm  I 


3220. 


/- 


i46.  Remarque  générale  sur  la  convergence  des  séries. 
Sur  rem[)loi  des  |)remiers  termes  d'une  série  qui 
cesse  de  converger ^TI         177-180 

1 17.   Pu  développement  en  série  des  attractions  des  splié- 

roïdes  quelconques X  36f-370 

3220-3230-3240-5020. 

148.  Mémoire  sur  l'usage  du  calcul  aux  différences  par- 
tielles dans  la  théorie  des  suites. 

Série  de  Taylor. 

Série  de  Lagrange. IX        3i 3-335 

3220-32.50-3630-6020. 

i49-  -application  de  l'intégration  par  approximation  des 
différentielles  qui  renferment  des  facteurs  élevés 
à  de  grandes  puissances  et  des  équations  aux  dif- 
férences linéaires  finies  et  infiniment  petites Vil         128-154 
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ijo.  De  ra|)pro\irnalion  des  produits  com|)osés  d'un 
grand  nombre  de  facteurs  et  des  termes  des  poly- 
nômes élevés  à  de  grandes  puissances VII         128-101 

lu.    l/inlégrale  de  l'équation 

o  =  (.s-+ 1)J,-/,^,      ; 

fournit  en  série  très  convergente  le  produit 

((J.-H  1)  (fA  -H-'.).  .  ..«. 

Applications VII         iSi-iS; 

1.52.   Equations  : 

0  =  (a' +  6' .«)/«+!  —  («  +  /'■«).>'.< 

.../j'  =  .vy^  +  {.î  — 0.)'.t+i Vil         137-1.54 

i53.  De  l'intégration  par  approxinialion  di's  fonctions 
ditïérenlielles  qui  rcufernienl  des  facteurs  élevés 
à  de  grandes  puissances 

■E      r     du        r     du  c      du 

" ^  =— ^  / / ^■■-  /  ;     z^ 

*"'«^  ('  —  "")",/  {I-"")"     J  (■  —  «") 


3220-6010. 

i54.  Mémoire  sur  les  suites  récurrn-récurrentes  et  sur 
leurs  usages  dans  ia  théorie  des  hasards.  (  Voir 
n"  103.) VIII 

:3220-i830-48VO-(5Ol(). 
i55.    Mémoire  sur  les  suites  \e/  fonctions  généi atrices\. 

Des  suites  à  une  seule  variahle. 

De  l'interpolation  des  suites  à  une  seule  variable  el 
de  l'intégration  des  équations  différentielles  li- 
néaires. 

De  la  Iransforniatiou  des  sui>tes. 

Développement  des  fonclicptis  et  de  leurs  diiïérences 
en  séries. 

Des  suites  à  deux  variai)les. 

De  l'interpolation  fies  sniliîs  à  deux  viriables  et  de 
l'intégration  des  équations  linéaires  au.v  diflV'- 
rences   partielles    finies    et    inlinimcnl    petites. 
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Cordes  vibiMiiles.  Équations  de  Laplace. 

Sur  l'emploi  des  fonctions  discontinues.  Sur  l'appli- 
Cittion  du  calcul  des  fonctions  génératrices  à  l'in- 
tégration des  équations  aux  différences  partielles 
en  parties  finies  et  en  parties  inlininienl  petites 
[6020]. 

Développement  des  fonctions,  à  deux  variables  en 
séries X  1-89 

3220-6020. 

i56.   Expression  du  rapport  de  la  circonférence  au  rayon 
donnée  par  Wallis,  en  produits  infinis. 
La   mélliode   remarquable  de   ce  grand   géomètre 
contient  les  germes  des  théories  des  Interpola- 
tions et  des  intégrales  définies VII        471-4/9 

32.30-3630-6020. 

i5-.  De  l'approximation  des  différences  infiniment  petites 
et  finies  très  élevées  des  fonctions. 
Cas  d'une    puissance  d'un  j)olynome,  fonction  tri- 
gonométriqne,  intégrales  définies 


/  a;'  co  dx,   j  c 


■  (D  dx. 


Fonctions  A" -^j         A"  5' VII         1.54-177 

i58.   De  l'approximation  des  différences  infiniment  petites 
et  finies  très  élevées  des  fonctions. 
Démonstration  directe  de  l'expression  A"  i' par  les 
passages  du  positif  au  négatif  et  du  réel  à  l'imagi- 
naire [n»  W,  Livre  I] VII         4R0-4S4 

3250-3630. 

iSg.  Expression  des  différences  finies  des  puissances 
lorsque  l'on  arrête  cette  expression  au  terme  où 
la  quantité  élevée  à  la  puissance  devient  négative. 
[Démonstration  de  la  formule  p  du  n"  42  du 
Livre  I,  l.  VII .] VII        480-493 

3260. 
160.  Mémoire  sur  les  intégrales  définies. 

Sur  les  intégrales  définies Xll        SGS-Sjo 


A.  -  MATHÉMATIQUES.  Ma 

3600-3630-6020. 

N»'.  'l'oiiie?.  Piijjes. 

i6i .    Théorie  des  approximalions  des  formules  qui  sont 

fonctions  de  très  grands  nombres VII  89-180 

Les   matières   de    ce   Cha|)itre   sont   réparties   aux 
n"'  115,  ne,  IW,  157,   185. 

162.    Mémoire  sur  les  approximations  des  formules  t/ui 

sont  fonctions  de  très  grands  nombres X  209-9.91 

Première  partie.  {Voir  n°  153.) 

i63.  De  l'intégration  par  approximation  des  équations 
linéaires  aux  différences  finies  et  infiniment  pe- 
tites         X         235-2.57 

ifi4-  Application  de  l'intégration  des  équations  linéaires 
aux  différences  finies  et  infiniment  petites  à  l'ap- 
proximalion  des  diverses  fonctions  de  très  grands 
nombres X  208-291 

|65.   Mémoire  sur  les  approximations  des  formules  qui 

sont  fondions  de  très  grands  nombres  (suite) ...  .        X  295-338 

Cette  suite  est  appliquée  à  la  théorie  des  hasards. 
(I'o(>n<"  104,  IO0,  106.) 

3630-6020. 

166.  Mémoire  sur  les  appro.rimations  des  formules  qui 
sont  fonctions  de  très  grands  nombres.  (  Voir 
n-  107) XII         301-345 

iG-.   Supplément  au  précédent  Mémoire.  {Voir  n"  \0^.)  .      XII         349-353 

'1.800-4820.  E.  1250. 

1 68 .  Mémoire  sur  les  solutions  particulières  des  équations 

différentielles  et  sur  les  inégalités  .'séculaires  des 

planètes VIII        325-366 

169.  Étant  donnée  une  équation  ditTéronlielIc  d'un  ordre 

quelconque,  d'un  nombre  quelconque  di;  varia- 
bles et  dont  on  ne  connaît  point  l'intégrale  com- 
plète : 
1°  Déterminer  si  une  équation  d'un  ordre  inférieur, 
qui  y  satisfait,  est  coinprisc  ou  non  dans  son  inté- 
grale générale; 
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2°  Déterminer  toutes  les  solutions  particulières  de 
cette  équation  ditrérenlielle VIII       327-3.54 

4820. 

170.  Sur  les  solutions  particulières  des  équations  diffé- 

rentielles      VIII  62-63 

4830-4.840. 

»       Mémoire  sur  les  suites  [et  fonctio/ts  génératrices]. 
{Voir  n"  155.). 

171.  Recherches  sur  le  Calcul  intégral  aux  différences 

partielles. 

Etude  des  équations  générales  linéaires  du  premier 
et  du  deuxième  ordre.  [É(|uations  de  Laplace.] 

^^  ^-'       p.  +  T. 


d~r  (h 

fT-z         ,h 
ôy       ^  dy-  ()j:       "  Oy 


<r-z  à'z  „à-z  <)z        ^àz        ,         ,,,         ,„ 

o=-T-^  +  a- — r  +  P-^^^••7l — h  d-r- + /;: -t- 1 .      I\ 


5-68 


4840. 

172.  Sur  les  équations  aux  diflférences  partielles .     Vlll  63-65 

4840.  E.  1250. 

173.  Mémoire  sur  l'intégration   des  équations  différen- 

tielles par  approximation. 

Détermination  de  l'intégrale  approchée  sans  arcs  de 

cercle IX         357-38o 

174.  Sur  les  intégrales  définies  des  équations   à   dillë- 

rences  pai'tielles.  Equations  de  Laplace \I\'        184-193 

4850.  E.  1250. 

i7.'i.    fiecherches  sur  le  Calcul  intégral  et  sur  le  Système 

du  Monde VIII        369-."Joi 

17C).    Intégration  des  équations  ditl'érentielles  par  approxi- 
mation et  disparition  des  arcs  de  cercle Vlll        3()9-395 

177.  Jd.  Vlll       4o6-4i8 

178.  Sur  la  disparition  des  arcs  de  cercle VIII        4"'7-464 

179.  Sur  les  a|)proximations  dans  l'intégration  des  équa- 

tions didérenlielles.  [.addition.] \'I1I       478-481 


A .  ^  MAI  II  K  M  A  r  1  O  11  K  S .  417 

I\".  Toiiii'?.  l'agcs. 

i8o.  Sur  la  manière  de  faire  disparaître  les  arcs  do.  cci'clc 
des  intégrales  trouvées  par  les  méthodes  ordi- 
naires d'approxinialioii XI         .'539-.)'i7 

5600-50)50. 

i8i .  Bu  déieloppemeiil  en  série  des  allrnctions  des  sphé- 
roïdes quelconques.  ' 

^         .         ,     ,      ,  d'\       d'V       d'\' 

Equation  de  Laplace  :  -p-r  +  — r^  +  "tv  — '^• 
'  '  djc^        dy-        dz- 

Fonctions  de  Laplace  :  '^'" Il  24-5-2 

56-20. 

Mémoire  sur  t' usage  du  calcul  au.c  différences  par- 
tielles dans  la  théorie  des  suites.  (  Foù' n°  148.)  .  .        I\         3 1 3-33.) 

6000-6010-0020. 

»        Voir  pour  ces  matières,  dans  ce  (pii    i)réccde  aux 
n"^  14.!)  à  158:  161  et  166. 

6000 

182.   Rcpiations  au\  dilïér(Mices  finies VIII  71-74 

j83.    Mémoire  sur  divers  points  d' Analyse. 

Sui-  le  calcul  des  fonctions  génératrices \IN         lyS-iS'i 

6000-6020 . 
i%!\.   Du  calcul  intégral  aux  différences  linies  et  partielles.      VIII        117-119 

6000-6020-6030. 

18.').    De  l'intégration  par  approximation  des  ét/uatiorv;  . 
linéaires  aux  différences  finies  et  infiniment  pe- 
tites        Vil  I  1  I  - 1  27 

186.  Équations  aux  différences  liiiies  : 

S  -=  A/s  -h  B  A/,,  -h  CA^  )',.  -f  .  . . ,  A,  l{,  C  étant  des 
fondions  rationnelles  Ck^s, y^  s'expri niant  par  l'in- 
tégrale définie   I  r' o  d.r  (n\    j  r  '^■'' If  dx,  l'indice  .s-  s 

étant  un  grand  nombre VII  i  ■  r-i  17 

187.  (]as  d'un  nombre  (|uelcon(|uc  d'é(|ualions  linéaires 

à  un  seul  indice VII         117-iîi.) 

188.  Éf|ualions  o  — V  -h s'ï  -t-  s' H,  V,  r,U  étant  des  fiuic- 

tions  quelconques  linéaires  de  /i,.,' VII         i25-i-.i7 

OEiwrci  ,le  /,.  —  XIV.  53 
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i8y.    Des  fondions  génératrices  à  une  varial)le. 

De  riiitcrpolation  des  suites  à  une  varialjleelde  Tiii- 

léf^raliou  (les  équations  dilTéreiitielies  linéaires. 
De  la  transformation  des  suites. 
Théorèmes  sur  le  développement  des  fonctions  ou 

de  leurs  différences  en  séries Vil  7-48 

igo.    Des  fondions  génératrices  à  deux  variables. 

De  l'inlerpolalion  des  suites  à  deux  variables  et  de 
l'inlégralion  des  équations  linéaires  aux  diffé- 
rences partielles.  Théorèmes  surle  développement 
en  série  des  fonctions  de  plusieurs  variables.  Con- 
sidérations sur  le  passage  du  fini  h  rinfinimenl 
petit.  Considérations  générales  sur  les  fonctions 
génératrices.  [Équation  des  limites.] VII  49-88 

Supplément  IV. 

191 .  Remar(iues  sur  les  fonctions  génératrices VII        689-645 

6020. 

193.   Intégration    de    l'équation  différentielle    aux  diffé- 
rences finies  du  i"  ordre VIII         74-75 

193.  Intégration    de   l'équation   différenlielle  aux    dilfé- 

rences  finies  d'ordre  n VIII         7.5-102 

194.  Des   équations   aux  différences  liaies,    lorsqu'on    a 

plusieurs  équations  entre  plusieurs  variables....     VIII        109-110 
19").  Equations  différentielles  rentrantes  en  elles-mêmes.     VIII        110-117 

196.  Intégration  des  équalions  aux  dillerences  finies  et 

partielles VIll        1  jo-i4i 

197.  Equation  aux  différences  liiiies  et  partielles  à  quatre 

variables.  Intégration VllI        i4i-i44 

igS.   Sur  l'intégration  des  équations  aux  dillereuces  finies, 

non  linéaires XIV       203-207 

6030. 

199.   Trouver  une  fonction  de  x  telle  iju'en  y  faisant  siic- 
cessiveiuent 

xr;:9(,t)         ot         X=l<i^{x), 
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on  ait 

/[9(.r)]  =  H,/['^(,r)]  +  \„ VIII         to3-ioS 

<)V30. 

LEÇONS    DE    MATlIKMATIyLES. 
/fuilième  séance. 

300.  Sur  l'application  de  l'algèbre  à  la  géométrie.  T)e  la 

division  des  angles.  Théorème  de  (^ôtcs.  Usage  des 
Tables  trigonométriqiies  pour  la  résolution  des 
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